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ИССЛЕДОВАНИЕ КОНФОРМНО КИЛЛИНГОВЫХ ВЕКТОРНЫХ 
ПОЛЕЙ НА ПЯТИМЕРНЫХ 2-СИММЕТРИЧЕСКИХ ЛОРЕНЦЕВЫХ 

МНОГООБРАЗИЯХ

Конформно киллинговы поля играют важную ролъ в теории солитонов Риччи, а, так- 
эісе порождают важный класс локально конформно однородных (псевдо)римановых мно­
гообразий. В римановом случае В. В. Славским, и Е. Д. Родионовым, было доказано, что 
такие пространства, являются, либо конформно плоскими, либо конформно эквивалент­
ны локально однородным, римановым многообразиям. В псевдоримановом случае вопрос 
их строения, остается, открытым,. Псевдоримановы симметрические пространства, по­
рядка, к, где к > 2, играют важную роль в исследованиях по псевдоримановой геометрии. 
В настоящее время они исследованы в случаях к = 2, 3 Д. В. Алексеевским, А. С. Га­
лаевым, и другими. Для, произвольного к известны нетривиальные примеры таких про­
странств: обобщенные многообразия Кахена-Уоллаха. В случае малых размерностей эти 
пространства, и векторные поля, Киллинга, па, них изучались Д. Н. Оскорбипым,, Е. Д. 
Родионовым, и И. В. Эрнстом, с помощью систем, компьютерной математики. В данной 
работе с помощью СКМ Sagemath исследованы конформно киллинговы векторные поля, 
па, пятимерных неразложимых 2-симметрических лоренцевых многообразиях, построен 
алгоритм, для, их вычисления.
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симметрические пространства.
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INVESTIGATION OF CONFORMALLY KILLING VECTOR FIELDS ON 
5-DIMENSIONAL 2-SYMMETRIC LORENTZIAN MANIFOLDS

Conformally Killing fields play an important role in the theory of Ricci solitons and 
also generate an important class of locally conformally homogeneous (pseudo) Riemannian 
manifolds. In the Riemannian case, V. V. Slavsky and E.D. Rodionov proved that such spaces 
are either conformally flat or conformally equivalent to locally homogeneous Riemannian 
manifolds. In the pseudo-Riemannian case, the question of their structure remains open. 
Pseudo-Riemannian symmetric spaces of order k, where k > 2, play an important role in 
research in pseudo-Riemannian geometry. Currently, they have been investigated in cases 
k = 2,3 by D.V. Alekseevsky, A.S. Galaev and others. For arbitrary k, non-trivial examples of 
such spaces are known: generalized Kachen - Wallach manifolds. In the case of small dimensions, 
these spaces and Killing vector fields on them were studied by D.N. Oskorbin, E.D. Rodionov, and  
I.V. Ernst with the help of systems of computer mathematics. In this paper, using the Sagemath 
SCM, we investigate conformally Killing vector fields on five-dimensional indecomposable 2- 
symmetric Lorentzian manifolds, and construct an algorithm for their computation.
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1. Обозначения и факты.
Определение. Псевдоримановым многообразием называется гладкое многообразие 

М, па котором задан гладкий невырожденный симметричный метрический тензор д. Если 
метрический тензор имеет сигнатуру (1, n — 1), то (М, g) называется лоренцевым много­
образием.

Определение. Псевдориманово многообразие (М, g) называется симметрическим по­
рядка k, если

Δk= 0, Δk-1R = 0,
где к ≥ 1 и R — тензор кривизны (М,g), а Δ — связность Леви-Чивиты.

Для римаповых многообразий из условия ΔkR=0 вытекает ΔR=0, Однако лореп­
цевы k-симметрические пространства существуют при всех k ≥ 2.

Локально неразложимые 1-симметрические лоренцевы многообразия описаны Кахеном 
и Уоллахом в [1], 2-симметрические лоренцевы многообразия исследованы в работах [2,3,4]. 
Отметим, что они являются многообразиями Уокера [5,6].

Определение. Гладкое векторное поле К на (псевдо)римаповом многообразии (М, g) 
называется полем, Киллипга, если выполняется равенство

Lkg= 0, (1)

где LKg — производная Ли метрического тензора вдоль поля К.
Определение. Гладкое векторное поле К па (псевдо)римаповом многообразии (М, g) 

называется конформно киллинговым векторным полем, если выполняется равенство

LKg = f(p)g, (2)

где LKg — производная Ли метрического тензора вдоль поля К, р ϵ ℳ, a f(p) — гладкая 
вещественная функция па многообразии.

Из теоремы By (см. [7]) следует, что любое лоренцево многообразие локально мо­
жет быть представлено в виде прямого произведения некоторого риманова многообразия 
(ℳ1, ɡ1) и локально неразложимого лоренцева многообразия (ℳ2, ɡ2). Все рассматривае­
мые далее лоренцевы многообразия предполагаются локально неразложимыми.

С помощью теоремы А.С. Галаева и Д.В. Алексеевского (см. [2]) можно выбрать си­
стему локальных координат (v, x1, x2, x3, и) на ℳ, где (ℳ, ɡ) — неразложимое лоренцево 
пятимерное многообразие, такую, что

3
ɡ = 2dudv + ∑3i=1 (dxi)2 + (H110(x1)2

+ 2H120x1x2 + 2H130 x1 x3 + H220(x2)2

+ 2Н230x2 x3 + Н330(х3)2 + ∑3i=1(хi)2и Ніi1 )du2,      (3)

где Нii1 — ненулевые действительные числа, а Нij0 — произвольные константы.
2. Основной алгоритм.
В решении задачи о нахождении общего решения уравнения конформно киллингова 

поля па пятимерных локально неразложимых 2-симметрических лоренцевых многообра­
зиях можно выделить следующие основные этапы:



Исследование конформно киллинговых векторных полей на 
пятимерных 2-симметрических Лоренцевых многообразиях

1) запись уравнения Lxɡ = f(p)ɡ для определения комфорно киллипгова поля в ло­
кальных координатах Д.В. Алексеевского - А.С. Галаева;

2) нахождение частного решения уравнения Lxɡ = f(p)ɡ;
3) построение общего решения с помощью уравнения для нахождения полей Киллинга.
Более подробно:
1) Уравнение конформно киллингова векторного поля в локальных координатах па 

пятимерном 2-симметрическом неразложимом лоренцевом многообразии с метрикой (3) 
примет вид системы дифференциальных уравнений (4) 

где Нii1 — ненулевые действительные числа, Нij0 — произвольные константы, а 
V(v, х1, х2, х3, u),  Хi (v, х1, х2, х3, u), U(v, х1, х2, х3, u) — компоненты векторного поля К 
(i = 1,2,3).

2) Для системы уравнений (4) построим частное решение.
Теорема 1. Векторное поле

где с, f — некоторые постоянные, на 2-симмстричсском пятнмерпом неразложимом  
лоренцевом многообразии М с метрикой (3) является конформно киллинговым.

Доказательство. В локальных координатах Д.В. Алексеевского - А.С. Галаева про­
верим справедливость системы уравнений (4) для поля К.



Все уравнения, кроме последнего, очевидно, выполнены, последнее уравнение выпол­
нено, так как после подстановки значений V, Хi, U и раскрытия всех скобок мы получаем:

Теорема доказана.
3) Имеет место
Лемма. Пусть (ℳ, ɡ) - (псевдо) риманово многообразие, К, Р - конформно киллинговы 
 векторные поля па М с константой  f  ɛ R. Тогда К — Р есть векторное поле Киллинга 

па М.
Доказательство. Действительно, вычитая почленно из равенства LKɡ = fɡ равен­

ство LKɡ = fɡ получаем LK-P ɡ = 0.
Следствие. В условиях теоремы 1 пространство конформно киллинговых вектор­

ных полей может быть построено с помощью частного решения конформно киллингова 
уравнения и пространства полей Киллипга.

Отметим, что неразложимые 2-симмстричсскис лоренцевы многообразия являются 
пространствами Кахспа-Уоллаха СWdn+2 при d = 1, киллиyговы векторные поля па ко­
торых изучались в работе [8]. Была доказана

Теорема 2. Пусть X — векторное поле Киллинга с координатами
V(v, х1...,хп, и), Xj, U(v, х1..., хп, и) (V,Xj, U — гладкие функции), па 
обобщенном многообразии Кахена-Уоллаха (СWdn+2)+2, ɡ) размерности п+2>4, с метрикой 

где aij  (u) = Hij0 + Hij1u
Общее решение уравнения Киллиyга имеет вид: 

где с ϵ ℝ - произвольная константа, функции bi(и) определяются системой дифферен­
циальных уравнений bi(и) = aij(u)bj(u), (ʄik) — постоянная кососимметричная матрица, 
коммутирующая с А = (аij). Размерность пространства полей Киллинга по меньше 2п+1 
и не больше 2п + 1 + n(n-1)/2

Таким образом, используя следствие леммы, теорему 2 при п = 3, d = 1 и утверждение 
теоремы 1, получим.

Теорема 3. Пусть X — конформно киллингово векторное поле с координатами 
V(v, х1, х2, х3, и), Хi(v, х1, х2, х3, и), U(v, х1, х2, х3, и) (V, Хj,U — гладкие функции), па 
2-симмстричсском пятимерном неразложимом лоренцевом многообразии ℳ с локально



допустимой метрикой (3). Общее решение уравнения конформно киллингова поля имеет 
вид:

U = 0,
 Хі = bі(и) + fikxk + fxi,
 V = -bі(и)хі + 2fv + c,

где с ϵ ℝ - произвольная константа, функции bі(и) определяются системой дифферен­
циальных уравнений bі(и) = aij(u)bj(u), (fik) — постоянная кососимметричная матрица, 
коммутирующая с А = (аij), где аij(и) = Нij0 + Нij0 и. Размерность пространства полей 
Киллиyга не меньше 8 и не больше 11.

Замечание. Поля Киллинга па 2-симметрических многообразиях размерности 4, 5 и 
6 рассматривались в работе [9]. Кроме того, заметим, что конформно-киллинговы вектор­
ные поля па лоренцевых многообразиях до размерности 4 включительно рассматривались 
ранее, см., например, [10].

Заключение.
В результате проведенных исследований построен алгоритм для нахождения общего 

решения конформного аналога уравнения Киллинга па пятимерных локально неразло­
жимых 2-симметрических лоренцевых многообразиях, изучено строение группы локально 
конформных преобразований таких пространств. Данные исследования найдут приложе­
ния при изучении потока Риччи па многообразиях, различных обобщениях теории мно­
гообразий А.Эйнштейна, а разработанные функции для СКМ Sagemath применимы при 
изучении тензорных полей па лорепцевых многообразиях малой размерности.
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