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Предмет исследования: начально-краевая задача 
для основного уравнения дробной волновой механики с 
дробной производной Герасимова – Капуто по времени 
и влияние параметров численного решения на точность 
и устойчивость моделирования квантовых систем. 

Цель исследования: провести численные экспе-
рименты для иллюстрации точности и эффективности 
предложенной схемы, демонстрируя ее применимость 
к задачам, включающим квантовую динамику дробного 
порядка. 

Методы исследования: для аппроксимации реше-
ния используется матричный метод прогонки и мно-
гомерное моделирование, строится соответствующая 
конечно-разностная схема; особое внимание уделено 
алгоритму построенной численной схемы и оценке вли-
яния параметров дробного порядка на точность и ста-
бильность решения. 

Объекты исследования: численное решение основ-
ного уравнения волновой механики с дробной произ-
водной Герасимова – Капуто по времени как математи-
ческая модель квантовых процессов. 

Основные результаты исследования: полученные 
численные данные позволяют выявить закономерности 
изменения поведения системы в зависимости от харак-
теристик дробного дифференцирования, что особенно 
важно при моделировании сложных физических про-
цессов. Результаты дают представление о поведении 
решения и способствуют разработке надежных вычис-
лительных методов для дробных дифференциальных 
уравнений. Разработанная методика может быть при-
менена к широкому классу задач, включая моделиро-
вание процессов переноса, волновых явлений и кван-
товой динамики в системах с аномальной диффузией. 
Предложенные подходы открывают новые возможности 
для исследования систем с дробным временем и могут 
быть полезны при разработке высокоточных численных 
алгоритмов.

Ключевые слова: дробная волновая механика, про-
изводная Герасимова – Капуто, дробная производная, 
матричный метод прогонки, волновая функция.
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Subject of research: initial-boundary value problem for 
the fundamental equation of fractional wave mechanics 
with fractional Gerasimov – Kaputo time derivative and 
the influence of the numerical solution parameters on the 
accuracy and stability of quantum system modeling. 

Purpose of research: to conduct numerical experiments 
to illustrate the accuracy and efficiency of the proposed 
scheme, demonstrating its applicability to problems 
involving fractional quantum dynamics. 

Research methods: the matrix sweep method and 
multidimensional modeling are used to approximate 
the solution, a corresponding finite-difference scheme is 
constructed; special attention is paid to the algorithm of 
the constructed numerical scheme and the assessment of 
the influence of fractional parameters on the accuracy and 
stability of the solution. 

Objects of research: numerical solution of the 
fundamental equation of wave mechanics with fractional 
Gerasimov – Kaputo time derivative as a mathematical model 
of quantum processes. 

Research findings: the obtained numerical data allow 
us to identify patterns of changes in the system's behavior 
depending on the characteristics of fractional differentiation, 
which is especially important in modeling complex physical 
processes. The results provide insight into the behavior of 
the solution and contribute to the development of reliable 
computational methods for fractional differential equations. 
The developed technique can be applied to a wide class 
of problems, including modeling of transport processes, 
wave phenomena, and quantum dynamics in systems with 
anomalous diffusion. The proposed approaches open up new 
possibilities for studying fractional time systems and can be 
useful in developing high-precision numerical algorithms.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
И ИНфОРМАцИОННыЕ ТЕХНОЛОГИИ

ВВЕДЕНИЕ

В последние годы в связи с успешными 
попытками применить существующий мате-
матический аппарат дробного дифференци-
рования для описания процессов миграции 

примесей в сильно неоднородных средах 
возродился интерес исследователей к этой 
области математики. В нашем исследовании 
особый интерес представляет модифика-
ция фундаментального уравнения кванто-
вой механики, используемого для изучения 
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динамики и эволюции волновых пакетов с 
течением времени. Классическое основное 
уравнение квантовой механики (уравнение 
Шредингера) является одной из наиболее 
универсальных моделей, описывающих 
многие физические явления и имеющих 
важные приложения в гидродинамике и 
нелинейной оптике [1]. Несколько лет назад 
классическое уравнение было обобщено до 
дробного уравнения в частных производ-
ных, которое учитывает дробно-пространс-
твенную производную Рисса вместо обыч-
ного лапласиана [2, 3]. Такая модификация 
используется для описания квантовых сис-
тем с аномальной диффузией или процес-
сов с нелокальными характеристиками, 
например «полеты Леви» (это вид случай-
ных блужданий, отличных от броуновских, 
используемых в классическом уравнении 
квантовой механики). Данные системы не-
четко описываются классическим уравне-
нием, которое предполагает гауссову, то 
есть нормальную, диффузию.

Классическое фундаментальное уравне-
ние квантовой механики, описывающее дви-
жение микроскопических частиц, выглядит 
следующим образом:

где u – волновая функция, i – мнимая едини-
ца, ħ – постоянная Планка, V – потенциаль-
ная функция, m – масса частицы, Δ представ-
ляет собой оператор Лапласа. Рассмотрим 
уравнение

 (1) 

Здесь a, b и T – действительные неот-
рицательные числа. Дробная производная  

 для α∈(0,1) в смысле Герасимова – 
Капуто имеет вид

 (2)

Рассмотрим начально-краевую задачу
 (3)

 (4)

Для уравнения (1), где x∈Ω=(0,L), t∈(0,T] с 
дробной производной (2), T, L∈R+, f(x,t), φ(x), 
ψ(x) заданы.

Формула L1-2-3 и компактный метод ко-
нечных разностей для уравнения Шредин-
гера с дробной производной по времени Ка-
путо представлены в работе [4], что вызвало 
исключительный интерес авторов данного 

исследования. Результаты работы [5] исполь-
зованы для апробации численного метода 
исследуемого уравнения (1) с производной 
вида (2).

Основная идея данной работы состоит в 
численном анализе решения начально-кра-
евой задачи (3)-(4) для основного уравнения 
квантовой механики (1) с дробной производ-
ной по времени Герасимова – Капуто (2). Ре-
зультат проделанной работы представляет 
интерес как с теоретической, так и с практи-
ческой точки зрения.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Произведем выбор и проанализируем 
численный метод расчета дробной произ-
водной Герасимова – Капуто, применим его 
для решения дробно-временного основного 
уравнения квантовой механики, исследуем 
поведение решения начально-краевой зада-
чи. Таким образом, основной целью данной 
работы является численное моделирование 
волновой функции уравнения (1).

Введем равномерную сетку на области, 
пусть h = (b – a)/N и τ = T/M будут шагами по 
пространству и времени, соответственно, где 
N и M – целые положительные числа. Тогда 
xr=rh, tk=kτ при r=0,1,...,N и k=0,1,...,M.

Рассмотрим [6] аппроксимацию дробной 
производной Герасимова – Капуто (2):

Составим разностный аналог уравнения 
(1) с производной Герасимова – Капуто. Для 
этого введем обозначение u(xr,tk) = ur

k и, учи-
тывая, что

получим численную схему

Для решения задачи будем использо-
вать метод матричной прогонки. Матрич-
ная прогонка относится к прямым методам 
решения разностных уравнений. Она при-
меняется к уравнениям, которые можно 
записать в виде системы векторных урав-
нений. Основное преимущество данного 
метода заключается в его высокой вычис-
лительной эффективности и устойчивости 
при решении систем большого размера. 
Метод позволяет существенно сократить 
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Рисунок 2. Мнимая часть решения и погрешность

вычислительные затраты за счет поэтап-
ного исключения переменных, что особен-
но важно при моделировании процессов с 
большим числом пространственно-времен-
ных узлов. Кроме того, матричная прогонка 
обеспечивает сохранение структуры мат-
риц и векторов, что способствует более точ-
ному учету граничных условий и снижению 
накопления погрешности при численном 
интегрировании.

Рассмотрим результаты численного экс-
перимента для N=100, M=100, α=0,5, L=2, T=1, 
точного решения u(x,t)=(1+i) t2 sin(πx), при

иллюстрация численного экспери-
мента представлена на рисунках 1 и 2 
для соответствующих действительной и 
мнимой частей решения. Погрешность 
и порядок сходимости метода, в зависи-
мости от пространственного шага h, пред-

ставлены в таблице, где  
E(h)=max0≤k≤M,0≤r≤N|u(xr,tk )–ur

k| – максималь-
ная погрешность. 

Рисунок 1. Действительная часть решения и погрешность
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Таблица. Погрешность и сходимость метода

h α=0,3 α=0,5 α=0,7 α=0,9

order E(h) order E(h) order E(h) order E(h)

1/100 0.0743 0.0605 0.0719 0.0813

1/200 0.2751 0.0614 1.0071 0.0301 0.3174 0.0577 0.1357 0.0746

1/400 0.2649 0.0511 0.9474 0.0155 0.0665 0.0551 0.0 0.0751

1/800 0.2289 0.0436 0.2317 0.0132 0.0157 0.0545

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ВЫВОДЫ

Экспериментально полученные дробные 
импульсы во временной области открывают 
возможности для разработки схем обработ-
ки сигналов. используя волновые функции, 
найденные из решений уравнения Шредин-
гера, можно описать квантовые состояния 
только нерелятивистских частиц, которые 
движутся со скоростями, значительно мень-
шими скорости света в вакууме. Результаты 
этого исследования могут быть использова-
ны в оптике, при изучении динамики вол-
новых потоков, в статической механике и, в 
более общем плане, в квантовой физике и 
химии. Кроме того, применение дробных 
производных в основном уравнении кванто-
вой механики позволяет моделировать про-
цессы с памятью и долгосрочной корреля-
цией, что существенно расширяет диапазон 
исследуемых явлений. Это особенно актуаль-
но для сложных квантовых систем с нестаци-
онарными процессами, где традиционные 
методы оказываются недостаточно точными. 
анализ полученных данных демонстрирует 
возможность улучшения существующих чис-
ленных алгоритмов, что открывает перспек-
тивы разработки новых подходов к модели-
рованию динамических систем с дробным 
временем.
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