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Предмет исследования: математическая модель 
прогиба пластины при поперечной нагрузке на упругом 
основании при наличии жесткого краевого закрепления.

Цель исследования: разработать алгоритм решения 
задачи в геометрически сложной области с краевым ус-
ловием Дирихле для уравнения Софи Жермен экраниро-
ванного типа, который имеет оптимальную асимптотику 
по вычислительным затратам.

Методы исследования: в данной работе использует-
ся метод итерационных расширений в сочетании с ме-
тодом минимальных невязок для вычисления прогиба 
пластины при поперечной нагрузке на упругом основа-
нии при наличии жесткого краевого закрепления. 

Объект исследования: математическая модель – за-
дача в геометрически сложной области с краевым усло-
вием Дирихле для уравнения Софи Жермен экраниро-
ванного типа. 

Основные результаты исследования: получен асим-
птотически оптимальный по вычислительным затратам 
алгоритм, основанный на методе итерационных расши-
рений в сочетании с методом минимальных невязок для 
численного моделирования прогиба пластины с надле-
жащей точностью.  Рассмотренная краевая задача фик-
тивно продолжена через границу с условием Дирихле, 
а затем использована аппроксимация продолженной 
задачи методом конечных элементов и методом аппрок-
симации по частям. Численное решение продолженной 
задачи итерационно приближено численными решения-
ми расширенных задач, возникающих в развиваемом ме-
тоде итерационных расширений. Применяемый метод 
итерационных расширений асимптотически оптимален 
по количеству операций, т. е. имеет неулучшаемую асим-
птотику по количеству операций, что экспериментально 
подтверждается при вычислительных экспериментах.

Ключевые слова: экранированное уравнение Софи 
Жермен, метод итерационных расширений.
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Subject of research: mathematical model of plate 
deflection under transverse load on an elastic foundation 
with rigid edge fixing.

Purpose of research: to develop an algorithm for solving 
the problem in a geometrically complex domain with a 
Dirichlet boundary condition for the Sophie Germain's 
equation of a shielded type, which has optimal asymptotics 
in terms of computational costs.

Research methods: this paper uses the iterative 
expansion method in combination with the minimum 
residual method to calculate the plate deflection under 
transverse load on an elastic foundation with rigid edge 
fixing. 

Objects of research: mathematical model – problems in 
a geometrically complex domain with a Dirichlet boundary 
condition for the Sophie Germain's equation of a shielded 
type.

Research findings: an asymptotically optimal algorithm 
in terms of computational costs was obtained, based on 
the iterative expansion method in combination with the 
minimum residual method for numerical modeling of 
plate deflection with appropriate accuracy. The boundary 
value problem under consideration is fictitiously continued 
through the boundary with the Dirichlet condition, and 
then the approximation of the continued problem by the 
finite element method and the approximation by parts 
method is used. The numerical solution of the continued 
problem is iteratively approximated by numerical solutions 
of the extended problems arising in the developed method 
of iterative extensions. The applied method of iterative 
extensions is asymptotically optimal in the number of 
operations, i. e., it has unimprovable asymptotics in the 
number of operations, which is experimentally confirmed in 
computational experiments. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
И ИНфОРМАцИОННЫЕ ТЕхНОЛОГИИ

ВВЕДЕНИЕ

Впервые численное решение методом 
фиктивных областей с неулучшаемой асим-
птотикой по вычислительным затратам было 
разработано в работе [1] при решении задачи 
Неймана для эллиптического уравнения вто-
рого порядка. Естественным является стрем-
ление свести решение задачи и с условием 
Дирихле для экранированного уравнения 
Софи Жермен к численному решению крае-
вой задачи для экранированного уравнения 
Пуассона в прямоугольной области. Мето-
ды решения эллиптических краевых задач 

различных порядков в областях со сложной 
геометрией при обязательном наличии крае-
вого условия Дирихле хотя бы на некоторых 
частях границ областей обычно логарифми-
чески оптимальны, хотя теоретически воз-
можна оптимальная асимптотика [2–5]. И это 
если применять маршевый метод для чис-
ленного решения задач, возникающих при 
аппроксимации краевых задач для экраниро-
ванного уравнения Пуассона в прямоуголь-
ной области [6]. В области со сложной гео-
метрией при решении задачи Дирихле для 
эллиптического уравнения только второго 
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порядка был предложен метод фиктивного 
пространства с асимптотически оптималь-
ной асимптотикой [7]. Можно предположить, 
что предложенный метод в практическом и 
теоретическом плане был весьма непростым,  
т. е. его практическая реализация технически 
достаточно трудна. Вероятно, поэтому этот 
метод не применялся и не получил развития, 
например, при решении задачи Дирихле для 
уравнения Софи Жермен в работах [8–14]. Эта 
работа посвящена развитию метода итера-
ционных расширений при решении задачи 
в геометрически сложной области с краевым 
условием Дирихле для уравнения Софи Жер-
мен экранированного типа с оптимальной 
асимптотикой по количеству операций [15–16]. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

1. Постановка задачи. Рассматривается 
смешанная краевая задача (обязательно с ус-
ловием Дирихле) для уравнения Софи Жер-
мен с экранированием. Эта задача описывает 
прогиб пластины при поперечной нагруз-
ке, расположенной на упругом основании, с 
краевыми условиями симметрии, шарнир-
ного закрепления и свободного края, но с 
обязательным защемлением хотя бы на части 
границы.

если

В теоретической физике правая часть 
в уравнении f � = P�/D�  а коэффициент a = K�  /D� 
если давление P�, жёсткость D� = E�h� 3/(12(1–σ2)),
жесткость основания K� ∈[0;+∞), толщина 
пластины h� , модуль Юнга E�, коэффициент 
Пуассона σ ограниченная область Ω граница  
∂Ω, внешняя нормаль n→. 

Приведенная выше задача записывается 
в виде задачи определения линейного функ-
ционала скалярным произведением 

 (1)

на пространстве функций Соболева

считается, что скалярное произведение опре-
деляется билинейной формой

если задана правая часть уравнения как фун-
кции f �, то полагаем, что линейный функцио-
нал будет таковым

Предполагается, что билинейная форма 
порождает нормировку расширенного про-
странства, эквивалентную нормировке в рас-
сматриваемом пространстве Соболева

Это обеспечивает существование и единс-
твенность решения (1), см. [17].

2. Рассматриваем при навешиваемом ин-
дексе ω = 1 решаемую краевую задачу для 
уравнения Софи Жермен с экранированием 
вариационного вида, а при навешиваемом 
индексе ω = II вводим фиктивную задачу для 
уравнения Софи Жермен с экранированием 
вариационного вида

 (2)

если правые части у приведенных выше за-
дач заданы функцией  f �

1∈L2(Ω1), то

а пространства решений есть функции из 
пространств Соболева

если эти пространства рассматриваются на 
ограниченных областях Ωω, которые имеют 
следующие границы

где внешние нормали n→ω к границам ∂Ωω, 
а скалярные произведения определяются  
билинейной формой
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заданные выбираемые коэффициенты 
aω∈[0;+∞) коэффициенты Пуассона σω∈(0;1) 
Считаем, что ω = 1, a1, aII ≥ 0, Г1,0 ≠ ∅. 

Предполагается, что билинейная форма 
порождает нормировку расширенного про-
странства, эквивалентную нормировке в рас-
сматриваемом пространстве Соболева

Это обеспечивает существование и единс-
твенность решения (2), см. [17].

Сформулируем продолженную задачу

с решениями в расширенном пространстве, в 
пространстве Соболева

Здесь данная область Ω1, выбираемая об-
ласть ΩII таковы , гра-
ница П есть замыкание объединения откры-
тых и непересекающихся частей

Предполагается, что пересечение границ 
первой области и второй области есть замы-
кание непустого пересечения таких частей 
границ первой и второй областей

а к ∂П внешняя нормаль n→. 
На самом деле пространство решений 

продолженной задачи будет подпространс-
твом расширенного пространства решений

В продолженной задаче используются 
всевозможные произвольные пробные опе-
раторы проектирования расширенного про-
странства на продолженное подпростран- 
ство

Подпространства расширенного простран- 
ства

Оператор проектирования теоретичес-
ки может быть и оператором ортогонального 
проектирования, когда

Прямые суммы рассматриваются в ска-
лярном произведении, определяемом били-
нейной формой

Предполагается, что билинейная форма 
порождает нормировку расширенного про-
странства, эквивалентную нормировке в рас-
сматриваемом пространстве Соболева

Используется предположение о продол-
жении функции

тогда решение продолженной задачи 
существует и единственно. Оно является ре-
шением исходной задачи в первой области и 
нулевым на остальной части прямоугольной 
области. Решение исходной задачи и реше-
ние, продолженное нулем, решение про-
долженной задачи можно обозначать одина-
ково: как функцию, так и продолжение этой 
функции

При исследовании продолженной задачи 
можно применить модифицированный метод 
фиктивных компонент. Это такой итерацион-
ный процесс:

 (3)

Определим норму в пространстве V� че-
рез скалярное произведение

Теорема 1. В итерационном процессе (3) 
выполняются оценки сходимости для относи-
тельных ошибок

где

Данный результат получается аналогич-
но с соответствующими результатами в [11, 14], 
см. ссылки там.
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Далее продолженную задачу рассмат-
риваем на прямоугольной области в конеч-
номерном подпространстве пространства 
Соболева. При аппроксимации применим 
метод конечных элементов, используя пара-
болические функции, полагая, что

В прямоугольной области определяем 
сетку с выбираемыми узлами

На множестве выбранных узлов рассмат-
риваем различные сеточные функции

По сеточным функциям проводим их вос-
полнение с использованием кусочно-парабо-
лических функций для определения следую-
щих базисных функций

где

Дополнительно определяем, что за вве-
денной прямоугольной областью базисные 
функции зануляются

линейные комбинации базисных функ-
ций порождают конечномерное аппрокси-
мирующее подпространство расширенного 
пространства

Продолженную задачу аппроксимируем 
по методу конечных элементов и получаем ее 
в виде системы уравнений

Здесь применялся оператор проекти-
рования во введенном конечномерном 
подпространстве, который обнулял коэф-
фициенты при базисных функциях, если их 
носители не содержались в замыкании пер-
вой области. Определяются продолженная 
матрица и продолженная правая часть из 
соотношений

Нумеруются коэффициенты при базисных 
функциях: в первом блоке – коэффициенты 
при базисных функциях с носителями из за-
мыкания первой области, в третьем блоке – 
коэффициенты при базисных функциях с носи-
телями из замыкания второй области, во вто-
ром блоке – все остальные коэффициенты при 
остальных базисных функциях. При этой нуме-
рации коэффициентов при базисных функциях 
тремя блоками рассматриваемые векторы из 
коэффициентов перед базисными функциями 
принимают следующую блочную форму

Продолженная матрица принимает сле-
дующую блочную форму

Задаем матрицы, определяемые из ска-
лярных произведений

Эти матрицы имеют блочную форму

Вводим векторные подпространства

Еще дополнительно определяем вектор-
ные подпространства
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Определим расширенную матрицу как 
сумму первой матрицы и второй матрицы, 
умноженной на параметр, больший нуля

Зададим положения, достаточные для 
сходимости приводимого далее итерацион-
ного процесса в развиваемом методе ите-
рационных расширений, т. е.  полагаем, что 
имеют место свойства при продолжении се-
точных функций в виде выполнения следую-
щих неравенств

Приведем развиваемый метод итераци-
онных расширений, использующий метод 
минимальных невязок для выбора итераци-
онного параметра

 

(4)

Здесь при вычислении оптимального 
итерационного параметра поитерационно 
вычисляются векторы невязок, векторы поп-
равок и так называемые векторы эквивален-
тных невязок 

Задаем нормы, применяя расширенные 
матрицы

Теорема 2. В развиваемом методе итера-
ционных расширений (4) при решении воз-
никающей задачи выполняются оценки схо-
димости для относительных ошибок

Данный результат получается аналогично 
с результатами в [15], см. ссылки там.

а теперь продолженную задачу аппрок-
симируем в соответствии с применяемым 
выше методом конечных элементов, но по 
смешанному методу аппроксимации по час-
тям [17], тогда получаем в матричной форме 

систему линейных алгебраических уравне-
ний, записываемую в соответствующем виде

 (5)

Полагаем, что при аппроксимации об-
ласти Ω1, ΩII заменяются областями Ωh,1, Ωh,II
с границами, проходящими по линиям сетки. 
Здесь также выбираем конкретный опера-
тор проектирования, который во введенном 
конечномерном подпространстве зануляет 
коэффициенты при базисных функциях с но-
сителями, не содержащимися в замыкании 
первой области. Нумеруем в первом блоке 
коэффициенты при базисных функциях с но-
сителями, содержащимися в замыкании об-
ласти Ωh,1. Нумеруем последними в третьем 
блоке коэффициенты при базисных функци-
ях с носителями, содержащимися в замыка-
нии области Ωh,II. Во втором блоке нумеруем 
остальные коэффициенты при остальных ба-
зисных функциях. При этой нумерации ко-
эффициентов при базисных функциях тремя 
блоками рассматриваемые векторы из ко-
эффициентов перед базисными функциями 
принимают следующую блочную форму

Продолженная матрица принимает такую 
блочную форму

Задаем матрицы, получаемые теперь 
по методу аппроксимации по частям Λ1, ΛII. 
Эти матрицы имеют блочную форму

Сумму введенных матриц можно предста-
вить в виде, например, после перенумерации 
строк

где

Здесь E – единичная матрица размер-
ности N×N. В узлах сетки (xi;yi), в которых 
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носители базисных функций содержатся в 
замыкании области Ωh,1 a = a1. а в остальных 
узлах сетки можем полагать, что a = aII.

Вводим аналогично векторные под- 
пространства

Еще дополнительно теперь определяем 
векторные подпространства так

Зададим расширенную матрицу как 
сумму первой матрицы и второй матрицы, 
умноженной на параметр, который больше 
нуля

Задаем положения, достаточные для схо-
димости предлагаемого далее итерационно-
го процесса в развиваемом методе итераци-
онных расширений, т. е.  полагаем, что имеют 
место свойства при продолжении сеточных 
функций в виде выполнения следующих 
неравенств

Приведем развиваемый метод итераци-
онных расширений, используя для выбора 
итерационного параметра метод минималь-
ных невязок

(6)

где для вычисления оптимального итераци-
онного параметра еще поитерационно вы-
числяем векторы невязок, векторы поправок 
и так называемые векторы эквивалентных 
невязок 

Задаем норму, применяя расширенную 
матрицу

Теорема 3. В развиваемом методе ите-
рационных расширений (6) при решении 

возникающей задачи выполняются оценки 
сходимости для относительных ошибок

Данный результат получается аналогично 
результатам в [16].

Выпишем алгоритм, в котором реализу-
ем развиваемый метод итерационных рас-
ширений численного решения смешанной 
краевой задачи при обязательном наличии 
условия Дирихле для уравнения Софи Жер-
мен с экранированием. Для вариационного 
выбора итерационного параметра в вычис-
лительном процессе в развиваемом методе 
итерационных расширений используем ме-
тод минимальных невязок.

I. Выбираем вектор начальных приближе-
ний, также всегда единичный начальный ите-
рационный параметр

II. Поитерационно находим вектор не- 
вязок

III. Поитерационно вычисляем норму для 
абсолютной ошибки, но только в квадрате

IV. Поитерационно ищем вектор поправок

V. Поитерационно находим вектор экви-
валентной невязки

VI. Поитерационно находим оптимальный 
итерационный параметр

VII. Поитерационно находим вектор 
приближения

VIII. Поитерационно проверяем выполне-
ние критерия остановки итераций по задан-
ной оценке относительной ошибки

Приведем исследование рассматрива-
емой математической модели в пространс-
тве Соболева. Рассмотрим продолженную 
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математическую модель в операторном виде 
в пространстве Соболева

если оператор и правую часть продолжен-
ной математической модели определить из 
соотношений

Для пространства Соболева при этих 
обозначениях предположения о продолже-
нии функций записываются в виде

если рассматриваемые операторы опреде-
лить так

Определим расширенный оператор

Предполагается выполнение положений 
о продолжении функций в виде

Сформулируем метод итерационных рас-
ширений в пространстве Соболева

 

(7)

здесь для вычисления итерационного пара-
метра необходимо вычислить невязки, поп-
равки и эквивалентные невязки

Зададим норму

Считаем, что при используемой аппрок-
симации выполняется

Следствие 1. В методе (7) выполняются 
оценки

т. е. относительные ошибки сверху оценива-
ются геометрической прогрессией с беско-
нечным убыванием.

Замечание 1. При аппроксимации выпол-
няются асимптотические равенства

Приведем исследование рассматрива-
емой математической модели на конечно-
мерном подпространстве из пространства 
Соболева. Рассмотрим продолженную мате-
матическую модель на конечномерном под-
пространстве из пространства Соболева

если оператор и правая часть продолженной 
математической модели на конечномерном 
подпространстве задаются так

Предполагается, что для конечномерного 
подпространства выполняются положения о 
продолжении функций в виде

если рассматриваемые операторы опреде-
лить так

Определим расширенный оператор те-
перь так

Предполагаем выполнение положений о 
продолжении функций теперь в виде

Приведем теперь метод итерационных 
расширений на конечномерном подпро-
странстве из пространства Соболева

(8)

Здесь для вычисления итерационного па-
раметра необходимо вычислять невязки, поп-
равки и эквивалентные невязки

Зададим норму

МодеЛироВание ПрогиБа ПЛастинЫ При ПоПереЧноЙ нагруЗке  
на уПругоМ осноВании При наЛиЧии ЖЁсткого  
краеВого ЗакреПЛениЯ
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Считаем, что при аппроксимации выпол- 
няется

Следствие 2. В методе (8) выполняются 
оценки

т. е. относительные ошибки сверху оценива-
ются геометрической прогрессией с беско-
нечным убыванием.

Замечание 2. При аппроксимации выпо-
ляются асимптотические равенства

Приведем формулировку метода итера-
ционных факторизаций, используемого в ме-
тоде итерационных расширений. Рассмотрим 
снова матрицу

совпадающую с точностью до перестановки 
строк с матрицей, возникающей в методе (6) 
в задаче вида

 (9)

Отметим, что

тогда

при

Обозначим  Введём нормы

Рассмотрим итерационный процесс, ме-
тод итерационных факторизаций:

 (10)

Теорема 4. Для процесса (10) имеются 
оценки:

где

Доказательство. Если  
то получаем

Пусть , тогда , где   
и можно доказать первое неравенство.

полагаем 

отсюда

Затем можно доказать второе неравенство.

тогда
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Для решения задачи из (9)

используем итерационный процесс 

   (11)

Для выбора итерационного параметра 
применим метод минимальных поправок. 
Приведем алгорим следующих вычислений:

I. Выбираем вектор начального прибли- 
жения 

II. Поитерационно вычисляем невязку 

III. Поитерационно находим поправку 

IV. Поитерационно вычисляем квадрат 
нормы ошибки

V. Поитерационно проверяем условие ос-
тановки итераций 

VI. Поитерационно вычисляем вектор эк-
вивалентной невязки 

VII. Поитерационно находим вектор экви-
валентной поправки 

VIII. Поитерационно вычисляем итераци-
онный параметр

IX. Поитерационно вычисляем вектор 
приближения 

Заметим в условии остановки итерацион-
ного процесса Е∈(0;1) – задаваемая относи-
тельная погрешность. 

На каждом шаге итерационного процесса 
из (11) возникает задача вида:

для которой возможно расщепление на две 
однотипные задачи

 (12)

При решении задач (12) можно применять 
асимптотически оптимальный маршевый ме-
тод. таким образом, задача (9) решается асим-
птотически оптимально, и в итоге асимптоти-
чески оптимально решается задача (5).

3. Вычислительный эксперимент. Рас-
сматриваем численное решение краевой за-
дачи при следующих данных

Первая область – это открытый единич-
ный квадрат, вторая область – это открытый 
квадрат с выколотым замкнутым квадратом. 
Эти области содержат следующие части

При аппроксимации в квадратной облас-
ти и опоясывающей полосе определяем сетку 
с узлами

В рассматриваемом примере для пласти-
ны на упругом основании коффициент а1 = 1 
и нагрузка 

решение исходной задачи 

Вычисляем итерационные приближения 
для численного решения приведенной зада-
чи, когда выбираем вектор начального при-
ближения нулевым. Вычислительный про-
цесс в развиваемом методе итерационных 
расширений, если предварительно задаем 
оценку для ошибки е = 0,001, останавливает 
счет при k = 5 Дополнительно отмечаем, что 
на пятой итерации имеет место в норме мак-
симум модуля следующая оценка

МодеЛироВание ПрогиБа ПЛастинЫ При ПоПереЧноЙ нагруЗке  
на уПругоМ осноВании При наЛиЧии ЖЁсткого  
краеВого ЗакреПЛениЯ
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Получается таблица числа итераций в вы-
числительных экспериментах в зависимости 
от количества неизвестных в возникающих 
системах линейных алгебраических уравне-
ний N = (n – 2)2

 

N 1 521 4 761 9 801 16 641 25 281

k 7 6 6 5 5

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ВЫВОДЫ

Разработан асимптотически оптималь-
ный алгоритм при решении краевой задачи 
с условием Дирихле для экранированного 
уравнения Софи Жермен в геометрически 
сложной области. Этот алгоритм имеет про-
стую реализацию, отличается универсаль- 
ностью при решении различных задач в от-
личие от алгоритма метода фиктивного про-
странства в [7]. 
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