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тодами – линейный регрессионный анализ и аппарат ма-
тематического программирования.
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мых абсолютных и относительных ошибок аппроксима-
ции линейного регрессионного уравнения, сводящийся 
к решению задач линейно-булева программирования 
приемлемой для практических ситуаций размерности. 
Решение сформированных задач этого типа не должно 
вызывать вычислительных проблем в силу значительно-
го числа эффективных программных средств, например 
размещенной в Интернете в свободном доступе про-
граммы LPsolve.
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ВВЕДЕНИЕ

Методы математического моделирования 
являются эффективным средством исследо-
вания сложных, с множеством межфакторных 
структурных взаимодействий, систем раз-
личного характера и масштаба. Эти методы 
позволяют формализовывать свойственные 
таким системам закономерности функциони-
рования и развития путем создания их каче-
ственных абстрактных аналогов, что откры-
вает широкие перспективы в существенном 
повышении действенности вырабатываемых 
управляющих сигналов.

Регрессионные модели – весьма широ-
кий класс математических моделей, разра- 

батываемых для исследования сложных объ-
ектов любой природы. Рассмотрим необходи-
мый составной элемент практически любой 
модели этого типа – регрессионное уравне-
ние (зависимость) вида:

 (1)

где у − зависимая, а xi − i-я независимая 
переменная, αi − i-й подлежащий оцениванию 
параметр, εk − ошибки аппроксимации, k − но-
мер наблюдения, n – их число (длина выбор-
ки данных). Будем считать все переменные и 
ошибки уравнения (1) детерминированными.

Представим уравнение (1) в векторной 
форме:
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y=Xα+ε,
где y=(y1,…,yn )T, α=(α1,…,αm )T, ε=(ε1,…,εn )T, 

X−(n×m) – матрица с компонентами xki . При 
наличии в уравнении (1) свободного чле-
на первый столбец матрицы Х состоит из 
единиц.

Построение и использование регресси-
онных моделей в прикладных целях часто со-
провождается анализом свойств ошибок ап-
проксимации. Так, в работе [1] представлена 
гладкая функция для аппроксимации функ-
ции контрольных потерь с тем, чтобы можно 
было использовать методы оптимизации на 
основе градиента для подбора модели кван-
тильной регрессии. Обсуждаются свойства 
гладкого приближения, предложены два ал-
горитма минимизации сглаженной целевой 
функции. В [2] рассматривается задача выбо-
ра и оценки модели квантильной регрессии 
с известной структурой групп в предикторах. 
Для медианного случая модель оценивает-
ся путем минимизации штрафной целевой 
функции потерь (ошибок аппроксимации) Ху-
бера. Статья [3] посвящена анализу существо-
вания двух непротиворечивых оценок пара-
метров линейных предикторов в регрессии 
Пуассона, где ковариата измеряется с ошиб-
ками. В [4] рассматривается проблема выбора 
переменных в квантильной регрессии с авто-
регрессионными ошибками аппроксимации. 

Все наиболее часто используемые в ре-
грессионном анализе критерии адекватно-
сти моделей, в частности множественной 
детерминации, Фишера, Стьюдента, Дарбина – 
Уотсона, включают в свои расчетные форму-
лы ошибки аппроксимации и отражают те 
или иные частные характеристики в качестве 
модельного описания сложных объектов. Так, 
в работе [5] критерий множественной детер-
минации использовался при разработке ре-
грессионной модели индекса нормализации 
разницы растительности лугов и пахотных 
земель вдоль нарушенной полосы отвода 
трубопроводов Баку – Тбилиси – Джейхан и 
Южно-Кавказского трубопровода для целей 
планирования восстановления раститель-
ности. В качестве климатических факторов 
были выделены годовое количество осадков, 
годовое суммарное испарение, температура 
поверхности Земли, годовая минимальная и 
максимальная температура воздуха и солнеч-
ная радиация. Учитывались также грунтовые 
факторы: высота, ракурс, грунтовые воды и 
глубина верхнего слоя почвы. В [6] отмеча-
ется, что регрессия Стьюдента является по-
лезным расширением нормальной модели, 
которую можно использовать для статистиче-
ского моделирования наборов данных, вклю-
чающих ошибки с тяжелыми хвостами и/или 

выбросами. Обсуждается также регрессия 
Стьюдента с переменной дисперсией, в кото-
рой как среднее значение, так и дисперсия за-
висят от объясняющих переменных. Пробле-
ма, представляющая интерес, заключается в 
одновременном выборе значимых перемен-
ных как в модели среднего значения, так и в 
модели дисперсии. Описана унифицирован-
ная процедура, позволяющая выделять зна-
чимую переменную. В работе [7] предложен 
алгоритм применения критерия Дарбина – 
Уотсона для анализа автокорреляции оши-
бок аппроксимации. В исследовании [8] этот 
критерий использован при моделировании 
качества воздуха. В качестве независимых 
переменных при этом использованы концен-
трация твердых частиц и метеорологические 
параметры (температура, влажность, скорость 
и направление ветра) за 5 лет с трех промыш-
ленных станций мониторинга качества воз-
духа в Малайзии. В работе [9] предлагаются 
простые, основанные на критерии Дарбина 
– Уотсона тесты для проверки корреляции 
рядов, которые применимы в моделях ли-
нейной регрессии. Процедуры тестирования 
устойчивы при различных распределениях 
случайных ошибок. Асимптотические рас-
пределения предложенной статистики по-
лучены с помощью совместной центральной 
предельной теоремы для нескольких общих 
квадратичных форм и дельта-метода. В [10] с 
помощью критерия Фишера проведен ре-
грессионный анализ загрязнения тяжелыми 
металлами почв и донных отложений прудов, 
находящихся в зоне с повышенной автотран-
спортной нагрузкой.

В работе [11] предложен метод оценива-
ния параметров модели (1) путем минимиза-
ции средней и максимальной относительных 
ошибок аппроксимации. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Наиболее популярными методами по-
строения регрессионного уравнения (1) при-
нято считать методы наименьших квадратов 
(МНК) и модулей (МНМ) (см., например, [12, 
13]). Первый из них позволяет аналитически 
представить формулу для расчета вектора 
параметров:

α=(ХТХ)-1ХТу.

Для применения МНМ следует либо вос-
пользоваться методом вариационно-взве-
шенных квадратичных приближений [14], ос-
нованным на использовании специальным 
образом организованной итерационной про-
цедуры, либо путем [13] сведения задачи 

 (2)
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к задаче линейного программирования 
(ЛП) следующим образом.

Введем в рассмотрение переменные  
uk ≥ 0 (положительные части ошибок εk) и  
vk ≥ 0 (отрицательные части ошибок εk),  
k=1,n̅ следующим образом:

Очевидно, что при этом справедливы сле-
дующие равенства:

εk = uk - vk , |εk | = uk + vk , uk vk = 0.
Представим уравнение (1) в виде системы 

тождеств:

 (3)

 (4)

Тогда задача (2) эквивалента задаче ЛП с 
ограничениями (3), (4) и целевой функцией

 (5)

Предложенный в [11] метод минимизации 
средней относительной ошибки аппрокси-
мации  сводится к задаче ЛП 

с ограничениями (3), (4) и целевой функцией 

 
(6)

Там же предложен способ минимиза-
ции максимальной относительной ошибки 
аппроксимации

Для этого система ограничений (3), (4) до-
полняется неравенствами:

 (7)

а целевая функция (6) заменяется на 
следующую:

r → min. (8)

Решение трех сформированных задач 
ЛП (3) – (5), (3), (4), (6) и (3), (4), (7), (8) не вызы-
вает вычислительных проблем в силу зна-
чительного числа эффективных программ-
ных средств, например размещенной в 
Интернете в свободном доступе программы 
LPsolve. 

Поставим задачу максимизации чис-
ла наблюдений выборки, для которых мо-
дуль ошибки аппроксимации не превыша-
ет некоторой наперед заданной величины 

d (трактуемой как допустимая абсолютная 
ошибка), или, формально:

|S| → max, (9)
где 

S = { k ∈ {1,2,…n}| |εk | ≤ d},
а через |S| обозначено число элементов 

(мощность) множества S. Таким образом, S – 
множество номеров наблюдений выборки, 
абсолютные ошибки аппроксимации для ко-
торых допустимы.

Допустимым ошибкам можно придать и 
относительный характер путем постановки 
задачи

|S ̃ | → max, (10)
где 

S ̃ = { k ∈ {1,2,…n}| |εk | ≤ d ̃yk },
а d  ̃представляет собой долю фактических 

значений зависимой переменной, выражен-
ную в процентах (например, d  ̃= 0.03 соответ-
ствует 3 %).

Введем в рассмотрение булевы пере- 
менные σk , k =1̄,n по правилу:

а также ограничения

uk + vk + М σk ≤ М + d, (11)

где М – наперед заданная большая поло-
жительная константа. 

Тогда задача (9) эквивалентна задаче ли-
нейно-булева программирования (ЛБП) с 
ограничениями (3), (4), (11),

σk ∈ {0,1}, k =1̄,n (12)

и целевой функцией

 (13)

где δ – наперед заданное малое положи-
тельное число, сравнимое с нулем. Присут-
ствие в (13) второго слагаемого гарантирует 
выполнение условия ukvk = 0 для всех k, сле-
дующего из приведенного выше определе-
ния переменных uk и vk. 

При решении задачи (10) необходимо 
ограничение (11) в задаче ЛБП (3) (4), (11) – (13) 
заменить на следующее:

 (14)

Применим описанный способ иденти- 
фикации параметров линейной регрессии 
для моделирования пассажирооборота воз- 
душного транспорта Российской Федерации. 
Введем следующие обозначения:

y – пассажирооборот воздушного транс- 
порта, млрд пасс. км;
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x1 – среднемесячная номинальная начис-
ленная заработная плата работников органи-
заций, руб.;

x2 – численность трудоспособного насе- 
ления в России, млн чел.

В качестве информационной базы для 
моделирования используем статистиче 
скую ежегодную информацию за 2002– 
2019 гг. [15]. С помощью МНК, МНМ и изло-
женного выше подхода будем строить ли-
нейную двухфакторную модель без свобод-
ного члена:

yk = α1xk1 + α2xk2 + εk, k= 1̄,18.

В результате получим:
- МНК

y= 0.00586x1 + 0.36409x2, 
Е = 173.1, Е ̃ = 0.29 %, (15)

- МНМ
y= 0,00577x1 + 0,40365x2, 

Е = 172.3, Е ̃ = 0.41 %. 
(16)

Значения критериев адекватности Е и Е ̃ 
указывают на высокую адекватность моделей 
(15) и (16).

В таблицах 1 и 2 отражены мощности мно-
жеств S и S ̃ для моделей (15) и (16).

Таблица 1. Мощность множеств S для моделей (15) и (16)

d
|S|

Модель (15) Модель (16)

1 2 2

2 4 3

3 6 3

4 7 9

5 7 9

6 7 9

7 9 9

8 10 11

9 11 11

10 11 12

Таблица 2. Мощность множеств |S ̃| для моделей (15) и (16)

d ̃ |S ̃|

Модель (15) Модель (16)

0.01 2 3

0.02 6 5

0.03 6 5

0.04 8 7

0.05 9 10

0.06 10 11

0.07 10 12

0.08 10 13

0.09 13 14

0.1 14 15

Из анализа таблицы 1 следует, что при d≤ 3 
число |S| для модели (15) не меньше, чем для 
модели (16), при d> 3 – не больше. 

Из таблицы же 2 следует, что такой грани-
цей является число d ̃=0.04. 
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В таблице 3 представлены результаты ре-
шения задачи ЛБП (3), (4), (11) – (13) по макси-
мизации числа абсолютных ошибок аппрок-
симации для различных значений d. 

Отметим, что значение d=4 соответствует 
модели (16).

В таблице 4 помещены результаты ре-
шения задачи ЛБП (3), (4), (14), (12), (13) по 
максимизации числа относительных оши-
бок аппроксимации для различных значе-
ний d ̃. 

Таблица 3. Результаты решения задачи (3), (4), (11) – (13) по максимизации числа абсолютных ошибок аппроксимации 
для различных значений d

d α1 α2 |S| Е S
1 0.00449 0.51449 5 379.7 1,2,4,5,7

2 0.00480 0.49584 6 299.8 1,2,4,5,6,15

3 0.00481 0.47436 7 315.1 1,2,4,5,6,7,15

4 0.00577 0.40365 9 172.3 1,2,4,5,6,10,14,16,17

5 0.00474 0.51125 9 308.7 1,2,3,4,5,6,7,9,15

6 0.00576 0.42403 11 175.6 1,2,3,4,5,6,10,11,14,16,17

7 0.00576 0.41295 11 173.5 1,2,3,4,5,6,10,11,14,16,17

8 0.00590 0.39136 12 179.7 1,2,3,4,5,6,10,11,14,16,17,18

9 0.00579 0.39540 12 172.5 1,2,3,4,5,6,9,10,11,14,16,17

10 0.00597 0.32857 13 178.1 1,2,4,5,6,7,9,10,11,14,16,17,18

Таблица 4. Результаты решения задачи (3), (4), (14), (12), (13) по максимизации числа относительных ошибок 
аппроксимации для различных значений d̃

d ̃ α1 α2 |S ̃| Е S
0.01 0.00587 0.35011 6 174.8 5,6,10,14,16,17

0.02 0.00489 0.48631 7 285.8 1,2,4,5,6,9,15

0.03 0.00592 0.37499 9 178.4 4,5,6,10,11,14,16,17,18

0.04 0.00551 0.42849 10 195.6 1,2,4,5,6,9,10,14,16,17

0.05 0.00577 0.40847 11 173.0 1,2,4,5,6,10,11,14,16,17,18

0.06 0.00599 0.39015 13 189.0 1,2,4,5,6,10,11,12,13,14,16,17,18

0.07 0.00583 0.42082 14 181.0 1,2,3,4,5,6,10,11,12,13,14,16,17,18

0.08 0.00576 0.41629 15 174.4 1,2,3,4,5,6,9,10,11,12,13,14,16,17,18

0.09 0.00541 0.43853 15 208.5 1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,14,15,16,17,18

0.1 0.00573 0.40035 16 175.9 1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13,14,16,17,18

Анализ таблиц 3, 4 позволяет сделать сле-
дующие выводы. 

Поведение оценок параметров α1 и α2, а 
также суммы модулей ошибок Е не является 
монотонным при росте значений d и d .̃ При 
этом мощность множеств S и S̃ естественным 
образом возрастает.

Попадание какого-либо номера наблюде-
ния выборки в состав множеств S или S̃ для 
меньших значений d или d  ̃отнюдь не гаран- 
тирует этого для бо́льших значений.

Разумеется, окончательный выбор кон-
кретного значения d или d ̃ и, соответствен-
но, оценок параметров приведенной выше 
двухфакторной модели пассажирооборота 
воздушного транспорта Российской Феде-
рации остается за исследователем в зави-
симости от целей моделирования и его ин-
дивидуальных предпочтений относительно 
значений d, d ̃, |S|, |S ̃|.

МАКСИМИЗАЦИЯ ЧИСЛА ДОПУСТИМЫХ ОШИБОК АППРОКСИМАЦИИ  
ПРИ ПОСТРОЕНИИ ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИОННОЙ МОДЕЛИ

Носков С. И., Шахуров А. Н.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ВЫВОДЫ

В работе предложен алгоритмический 
способ максимизации числа допустимых 
абсолютных и относительных ошибок ап-
проксимации линейного регрессионного 
уравнения, сводящийся к решению задач 
линейно-булева программирования прием-
лемой для практических ситуаций размер-
ности. Решение сформированных задач ЛП 
и ЛБП не должно вызывать вычислительных 
проблем в силу значительного числа эффек-
тивных программных средств, например раз-
мещенной в Интернете в свободном доступе 
программы LPsolve. 

Применение МНК и МНМ позволяет по-
строить весьма адекватные модели пасса-
жирооборота воздушного транспорта Рос-
сийской Федерации. Поведение оценок 
параметров модели, а также суммы модулей 
ошибок не является монотонным при росте 
уровней допустимых значений абсолютных  
и относительных ошибок аппроксимации. 
При этом мощность множеств числа допу-
стимых ошибок естественным образом воз-
растает. Кроме того, попадание какого-либо 
номера наблюдения выборки в состав мно-
жеств номеров допустимых ошибок для их 
меньших значений отнюдь не гарантирует 
этого для бо́льших значений.
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