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Предмет исследования: математическая модель 
потребления метана в почвах. 

Цель исследования: разработать алгоритм числен-
ного решения обратной задачи идентификации скоро-
сти потребления метана в почвах. 

Методы и объекты исследования: в данной рабо-
те рассматривается вопрос о восстановлении скорости 
потребления метана в почвах по данным замерам его 
концентрации в наборе точек. Математическая модель – 
обыкновенное дифференциальное уравнение второго 
порядка, а искомый коэффициент – младший коэффици-
ент в уравнении. Данное уравнение основано на модели 
MeMo v1.0. Стоит отметить, что поставленная обратная 
задача ранее теоретически не исследовалась, а предло-
женные методы ее решения использовали достаточно 
большие наборы данных, в отличие от настоящей работы. 

Основные результаты исследования: был получен 
алгоритм численного решения задачи, основанный на 
методе наискорейшего спуска, который показал доста-
точно хорошую сходимость для набора искусственных 
данных. Ошибка восстановления скорости потребле-
ния метана по глубине не превышает 19 %, а в среднем 
составляет 16 %. Ошибка восстановления концентрации 
метана по глубине для двукратного количества точек от-
носительно измеренных составляет 2,3 %.

Ключевые слова: параболическое уравнение, об-
ратная задача, начально-краевая задача, скорость пот-
ребления метана, численный метод.
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Subject of research: a mathematical model of methane 
consumption in soils. 

Purpose of research: to develop an algorithm for the 
numerical solution of the inverse problem of identifying the 
methane consumption rate in soils. 

Methods and objects of research: this work addresses 
the issue of recovering the methane consumption rate in soil 
based on measured methane concentration data at a set of 
points. The mathematical model is a second-order ordinary 
differential equation, and the sought coefficient is the lower-
order coefficient in the equation. This equation is based 
on the MeMo v1.0 model. It is noteworthy that the inverse 
problem posed had not been theoretically investigated 
before, and the proposed methods for its solution previously 
required rather large data sets, unlike the current work. 

Main results of research: an algorithm for the numerical 
solution of the problem was obtained, based on the method 
of steepest descent, which demonstrated good convergence 
for a set of synthetic data. The error in recovering the methane 
consumption rate by depth does not exceed 19 %, averaging 
16 %. The error in recovering the methane concentration by 
depth, for a twofold increase in the number of measurement 
points, is 2.3 %.
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ВВЕДЕНИЕ

Основным (около 90 % от общего) сто-
ком метана из атмосферы Земли являет-
ся окисление гидроксил-радикалом в тро-
посфере. Вторым по важности (около 10 %) 
считается потребление метана микроор-
ганизмами – метанотрофами, живущими в 
автоморфных (непереувлажнённых) поч-
вах. Таким образом, изучение величин пот-
ребления (удельных потоков) СН4, пони-
мание процессов, обуславливающих его 
временную и пространственную динамику, 

а также моделирование потребления не-
обходимы для построения обоснованных 
климатических прогнозов. Потребление ме-
тана в почве за счет окисления метанотроф-
ными бактериями в автоморфных почвах – 
единственный известный биологический 
механизм стока для атмосферного метана 
(Prather, Holmes, 2017 [1]).

Вместе с эмпирическими методами для 
количественной оценки концентрации мета-
на в почве применяется математическое мо-
делирование. Существуют модели для оценки 
процессов поглощения метана почвой, такие 
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как P96, R99 и C07. Модель P96 основывается 
на измененной версии закона фика и оцени-
вает диффузионный поток атмосферного CH4 
в почву. Модель R99 учитывает микробное 
окисление CH4 в почве, устанавливая зави-
симость скорости окисления от параметров 
почвы, таких как температура, влажность и 
содержание азота. Модель C07 модифициру-
ет этот подход, вводя аналитическое решение 
уравнения диффузии-реакции и скалярный 
модификатор для учета влияния влажности 
почвы и температуры на скорость окисления 
CH4. Современная модель MeMo v1.0 (см. [2] 
и библиографию в этой работе), которую мы 
также используем ниже, является новой вер-
сией моделей по оценке глобального погло-
щения атмосферного метана почвой. В отли-
чие от моделей R99 и C07, MeMo использует 
общее аналитическое решение одномерного 
уравнения диффузии-реакции. Данная мо-
дель позволяет учитывать поток метана из 
глубины почвы, который участвует в процессе 
метанотрофии в почве. Уравнение записыва-
ется в виде [2] (см. также стационарный слу-
чай в [1, 4, 3]):

∂tC=∂z(az(z)Cz)-V(z)C=0, C(0)=Ca, Cz|z=β=0 (z∈(0,β)).
Здесь az – коэффициент диффузии CH4 в 

порах почвы (м3 воздуха м-1 почвы ч-1), вычис-
ляемый с помощью измеренных значений Φ 
(общая пористость) и Θ (объемная влажность, 
м3/м3), β – максимальное значение глубины, 
C – функция концентрации метана, Ca – изме-
ренная концентрация CH4 в атмосфере (мг /м3), 
V(z) – измеренная или найденная тем или 
иным способом скорость потребления мета-
на при C=Ca (м-3 воздуха м-3 почвы ч-1).

Таким образом, задача определения ко-
эффициента V(z) – задача определения млад-
шего коэффициента в эллиптическом или 
параболическом уравнении. Отметим, что 
задача определения младшего коэффици-
ента в параболическом уравнении известна 
давно, и имеется большое количество работ, 
посвященных численному исследованию за-
дачи. Основное внимание было уделено ста-
ционарному случаю, который наиболее часто 
использовался в приложениях. В стационар-
ном случае уравнение и граничные условия 
на верхней z=0 и нижней (z=β) границах за-
писываются таким образом:

∂z(Dz(z) (Cz )z)-V(z)Cz=0, Cz(0)=Ca , (Cz)z |z=β=0. (1)

Дополнительные условия имеют вид:

C(bi)=αi, i=1,2,…,r, bi∈(0,Z). (2)

Удельный поток (УП) метана Q (мг/м2) в 
час, прогнозируемый моделью, вычислялся 
по полученному решению:

Метан вносит значительный вклад в 
глобальное потепление, удерживая тепло 
в атмосфере и увеличивая температуру на 
поверхности планеты [5]. Количественные 
оценки выбросов метана в атмосферу в раз-
личных литературных источниках отличаются. 
Однако их можно классифицировать по двум 
основным категориям: антропогенные источ-
ники метана и природные источники метана. 
антропогенные источники метана связаны 
непосредственно с деятельностью челове-
ка, к ним можно отнести: а) энергетическую 
и промышленную деятельность: добычу, 
транспортировку и переработку ископаемых;  
б) животноводство: ферментация пищи рога-
тым скотом способствует выделению метана; 
в) сельское хозяйство (рисовые плантации): 
бактериальное разложение органического 
материала на рисовых полях с выделением 
метана; г) полигоны твердых бытовых отходов: 
разложение органических отходов с выделе-
нием биогаза, состоящего преимущественно 
из метана. Суммарно антропогенные источ-
ники метана выделяют порядка 440,5 млн т 
в год [6, 7]. Существует множество практик, 
позволяющих уменьшить эмиссию метана, 
вызванную антропогенными источниками, 
некоторыми из них можно считать совре-
менные технологии утилизации газовых вы-
бросов, понижение расхода топливного газа, 
биогазовые установки для переработки от-
ходов животноводства и пищевой промыш-
ленности. Природные источники метана вы-
деляют значительное количество метана в 
атмосферу. Основными природными источ-
никами метана являются болотные системы, 
на них приходится до 30 % от общего объема 
выбросов метана в атмосферу [8], [9]. Сошлем-
ся на работы, посвященные в том числе и ис-
пользованию математических моделей в за-
дачах описания эмиссии метана [10–17].

В работе [3] задача (1), (2) в стационарном 
случае решалась численно: функция концен-
трации метана определялась из уравнения (1) 
с помощью специальной сглаживающей 
функции, которая была получена при помо-
щи регуляризации на основе интерполяции 
значений концентрации в известных точ-
ках. Мы рассмотрели тот же алгоритм и эту 
же задачу. Однако в отличие от работы [3] 
число замеров концентраций r у нас произ-
вольно и может быть небольшим. В методе 
из работы [3] предполагалось, что концент-
рация метана замерена в достаточно боль-
шом количестве точек, что позволяет фак-
тически точно с помощью интерполяции и 
с последующим сглаживанием с помощью 
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аппроксимации получить функцию концент-
рации метана. Однако это не всегда возмож-
но. Основные рассмотрения мы проводили в 
случае, когда замеры концентраций сделаны 
в достаточно небольшом количестве точек, 
и строили коэффициент поглощения в виде 
конечного отрезка ряда (в нашем случае – в 
виде разложения по базисным кусочно-ли-
нейным функциям метода конечных элемен-
тов). Была предложена другая, на наш взгляд, 
более совершенная схема решения задачи, 
которая сводилась к некоторому нелинейно-
му уравнению и затем решалась методом на-
искорейшего спуска. Получены хорошие ре-
зультаты, в частности, точности определения 
коэффициента поглощения.

Описание алгоритма
Рассмотрим задачу (1)–(2). Для числен-

ного решения используем метод конечных 
элементов. Пусть h=β/N – шаг по пространс-
тву и {φi } – набор базисных функций. Ищем 
приближенное решение уравнения (1) в виде 
C=uN+c0

где Ci определяем из системы

(a(z) (uN)z ,φlz)+(V(z)uN,φl )=-(c0V,φl ), l=1,2,…,N.
Здесь скобки обозначают скалярное про-

изведение в L2(G), т. е. (u,v)=∫0
β u(z)v(z)dz. Ба-

зисные функции φi (i=1,2,…,N) определяются 
следующим образом:

Систему можно представить в матричном 
виде:

AC⃗=F⃗. (3)

Необходимо найти вектор C⃗, выразим 
данный вектор из системы (3):

C⃗=A-1F⃗,

где C⃗=(C1,C2,…,CN ), а вектор F⃗ имеет сле-
дующий вид:

F⃗T=(V(z)c0,φ1 ),(V(z)c0,φ2 ),…,(V(z)c0,φN-1 ),(V(z)c0,φN ).
Матрица A – матрица жесткости с эле- 

ментами:

Aij=(a(z) φjz,φiz)+(V(z) φj,φi),j=1,2,…,N, i=1,2,…,N.

Матрицу A можно представить в виде сум-
мы двух матриц: A=A0+AV, где элементы этих 
матриц A0 есть числа (a(z)φjz,φiz). Приближен-
но элементы матрицы A_0 можно записать в 
следующем виде:

Элементы матрицы Av вычисляются путем 
нахождения скалярного произведения:

Av=(V(z) φj,φi )
i=1,2,…,N, j=1,2,…,N

Обращая матрицу A, найдем вектор C⃗. 
Таким образом построим решение прямой 
задачи.

При решении обратной задачи ищем 
функцию V(z) в виде V(z)=∑r

(j=1) B⃗j ψj(z), где 
ψj – некоторый набор базисных функций,
τ=β/r – шаг по пространству. С шагом τ пос-
троим кусочно-линейные функции ψi , ис-
пользуемые в методе конечных элементов. 
Обозначим узлы сетки через zi=hi, zi=τi. Пусть 
узлы zik k=1,2,…,r отвечают точкам замеров, 
т. е. zik≈zk. Приближенно систему можно запи-
сать в виде:

-C⃗/c0=(A0+Av )-1F0 , F0=(F1,F2,…,FN )T, Fi=(V(z),φi).
Обозначим правую часть через 

g(β⃗)=(A0+Av)-1F0. F⃗0=((V(z),φ1),…,(V(z),φN))T. 
если мы возьмем строчки этой системы с но-
мерами ik, k=1,2,…,r, то получим систему

, (4)

где P0 g – вектор длины r с координатами 
gi1

,…,gir
 и индекс (ij) – взятие координаты с 
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Рисунок 1. форма тестового вектора скоростей для N = 100

индексом(ij). Пусть g⃗=(g1,…,gN ). Найдем про-
изводные ∂βl

 g⃗(β⃗). Имеем (A0+AV)g⃗=F0. Най-
дем частные производные по βl

Элементы матрицы ∂βl
 Av и производные 

Fiβl
 имеют вид

∂βl
 av

ij=∂βl
 (Vφj,φi)=(ψlφj,φi), и Fiβl

=(ψl,φi).
Далее имеем

(A0+Av)g⃗βl
=F2=∂βl

 F0-(∂βl
Av)g⃗, 

или

gkβl
=((A0+Av )-1F2 )ik .

Обозначим матрицу {gkβl
} через J(β⃗), а 

транспонированную матрицу через J*. Ищем 
решение системы (4). Обозначим матрицу 
системы через A(β⃗), т. е. решаемая система 
имеет вид A(β⃗)=γ⃗. Итерационная процедура 
записывается в виде

β⃗i+1=β⃗i-τiJ'(β⃗i), J (β⃗)=J*(β⃗)(A(β⃗)-γ⃗),

где параметр τi определяется так:

τi = ∥ J' (β⃗i) ∥2∥ JJ*(A(β⃗i )-γ⃗ ) ∥2.

Здесь под нормой вектора понимаем 
квадратный корень из суммы квадратов ко-
ординат. В качестве начального приближе-
ния стоит взять вектор β⃗0 с положительными 
координатами, например, β⃗0=(1,1,…,1).

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

В этом разделе проанализируем резуль-
таты численных экспериментов, получен-
ных в результате решения прямой и обрат-
ной задач в рамках экспериментов на ЭВМ. 
Характеристики испытуемой ЭВМ: процес-
сор: Intel i5 9500; ОЗУ: 16,00 гБ; тип систе-
мы: Windows 11. численные эксперименты 
были проведены в программном комплексе 
MATLAB 2024a.

В результате расчётов было восстанов-
лено исходное значение функции в точках 
потребления метана по глубине на основе 
распределения концентрации метана по глу-
бине. В качестве входных данных были взяты 
значения функции в точках замеров. Зна-
чения одномерного массива метана были 
получены в ходе решения прямой задачи 
согласно системе (3), где входным вектором 
скорости потребления метана выступал не-
который экспериментальный одномерный 
массив данных [3], представленный на ри-
сунке 1.

В эксперименте использовались следую-
щие глобальные параметры:

1. a(z)=1+z – функция молекулярной диф-
фузии.

2. c0=1 – значение концентрации метана 
на поверхности почвы.

3. N=100 – количество узлов сетки.
Для данного вектора скорости потребле-

ния метана были получены значения функ-
ции концентрации метана в точках, представ-
ленные на рисунке 2.
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Рисунок 2. Значения функции концентрации метана C⃗(z)

Рисунок 3. графики полученных решений в ходе обратной задачи

Для нахождения точности полученных ре-
зультатов были применены следующие оцен-
ки: MAE и MAPE.

1.  – средняя абсо-
лютная ошибка: позволяет оценить качество 
полученного решения в абсолютных едини-
цах, где y является эталонным решением, ŷ 
является полученным решением.

2.   – средняя от-
носительная ошибка: позволяет оценить ка- 

чество полученного решения в процентном 
соотношении, где y является эталонным ре-
шением, y ̂ является полученным решением.

В ходе решения обратной задачи был по-
лучен вектор скорости потребления метана, 
который в среднем имеет отклонение от ис-
ходного на 0,016768 (MAE). При этом получен-
ный вектор скорости имеет ошибку 0,979798 %. 
Полученное решение обратной задачи пред-
ставлено на рисунке 3.
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Рисунок 4. Сопоставление скоростей потребления метана

Рисунок 5. Результаты решения для r = 100, N = 200

Покажем отношения восстановленного 
вектора скорости к исходному на рисунке 4.

Результаты восстановления значений 
вектора зависимости скорости потребления 
метана от глубины удовлетворительны. Ряд 
восстановленных значений примерно соот-
ветствует эталонным значениям, однако не-
большое количество точек значимо отклоня-
ется от эталонного значения, что может быть 
обусловлено используемыми базисными 
функциями. Для следующего эксперимента 

увеличим количество точек, для которых не-
обходимо получить значения вектора кон-
центрации C⃗. Количество замеренных точек 
r=100, количество точек, для которых необ-
ходимо получить значения концентрации,  
N = 200. Обратная задача решается для r то-
чек. Прямая задача решается для N точек по 
полученному во время решения обратной за-
дачи вектору B⃗. Результат решения представ-
лен на рисунке 5.
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Таблица 1. Результаты численных экспериментов

MAE (C⃗) MAE(V(z)) MAPE(V(z))

0,000602 0,263407 15,306

0,000756 0,252482 14,42567

0,000557 0,276899 16,81246

0,00078 0,283667 16,88795

0,00059 0,26605 15,61719

0,000628 0,288329 17,56511

0,000601 0,293131 18,00528

0,000525 0,260345 15,28794

0,000561 0,262915 15,3175

0,000536 0,281399 17,06343

0,000601 0,290857 18,03111

0,000584 0,295519 18,4257

0,000978 0,288084 17,23596

0,0007 0,306291 19,07516

0,000813 0,282567 16,76015

0,000676 0,269621 15,94521

0,000531 0,253104 14,26699

0,000479 0,278698 16,86203

0,00043 0,26466 15,54362

0,000501 0,260129 14,91595

Математическое ожидание

0,00062145 0,275908 16,46752

Дисперсия

1,70475E-08 0,000233 1,866449

При интерполяции исходной функции с 
увеличением количества значений функции 
в два раза незначительно изменилась ошиб-
ка: MAE = 0,016834, MAPE = 1,299812 %, при 
этом значение функции зависимости кон-
центрации метана от глубины в точках откло-
нилось от эталонного решения примерно на 
2,280873 %.

Оценим сходимость алгоритма реше-
ния обратной задачи к глобальному мини-
муму, где для каждого эксперимента опре-
делим случайный одномерный массив B⃗, 

равномерно распределённый в диапазоне от 
0 до 1 размерностью N=20, и установим мини-
мальный шаг сходимости ϵ=10-5. В ходе прове-
дения серии экспериментов были получены 
оценки точности работы алгоритма решения 
обратной задачи: MAE для одномерного мас-
сива C⃗, MAE для вектора V⃗(z), MAPE для одно-
мерного массива V⃗(z). Результаты численных 
экспериментов оценки сходимости алгорит-
ма решения обратной задачи представлены 
в таблице 1.

Приведенные в таблице 1 результаты по-
казывают, что для случайно заданного стар-
тового одномерного массива B⃗ ожидаемое 
решение будет иметь ошибку 16,46752 %, ожи-
даемое отклонение от данной ошибки не 
превысит 1,866449 %.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ВЫВОДЫ

численный алгоритм основан на методе 
наискорейшего градиентного спуска. алго-
ритм решения обратной задачи стабильно 
сходится к точке глобального минимума с 
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ожидаемым отклонением не более ≈ 1,9 % при 
минимальном размере шага алгоритма и ма-
лом количестве точек замера. В ходе ряда эк-
спериментов была установлена сходимость 
алгоритма. алгоритм можно считать устой-
чивым: при различных случайных значениях 
одномерного массива B⃗ алгоритм сходится к 
одному решению.
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