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ВВЕДЕНИЕ

Система квазигидродинамических (да-
лее, КГиД) уравнений в случае слабосжимае-
мой жидкости имеет вид: 

    3,  , 0, ,     
  divu div w t x Q T G G ,

  1,  



    



   u u w u p
t



     
  f u divu  , ,   

   u w wdivu

,  


 
w   1,


 

    
 

 u u p f , (1) 

где плотность  , динамическая вязкость 
  и характерное время релаксации   счита-
ются заданными положительными константа-

ми. Векторное поле  ,
 
f f x t  определяет 

массовую плотность внешних сил. Система (1) 
замкнута относительно неизвестных функ-

ций – вектора скорости  ,
 u u x t  и давления 

  ,p p x t . Символы div  и   определяют 
операции дивергенции и градиента соответ-
ственно. Уравнение рассматривается в огра-

ниченной области G  с границей Г 2C .
Система (1) дополняется начально-крае-

выми условиями: 

Ã 0| 0,  | 0,  |    
  

S tu w u

   0 ,  , 0,


G

u x p t x dx  (2)

где   – единичный вектор внешней норма-

ли к Г. 

Система (1) в более общем виде была выве-
дена в статьях [1], [2] на основе известной кине-
тической модели. Первые варианты системы 
называются системой квазигазодинамических 
(далее – КГД) уравнений. Посвященную ей тео-
рию и ее вывод можно найти в монографиях [3], 
[4]. Позднее, на основе более общего уравнения 
состояния, была предложена еще одна модель 
[5], [6] (КГиД система уравнений). В частности, 
вывод этой модели и некоторые результаты 
можно найти в монографии [7]. Здесь в случае 
слабосжимаемой жидкости (т. е. для системы (1)) 
были доказаны теоремы о диссипации полной 
энергии, а также теоремы единственности для 
классических решений системы. В статьях [8, 9, 
10] Злотником А.А. были получены результаты 
по части анализа некоторых неклассических 
задач для КГиД уравнений. Для линеаризован-
ной КГиД системы им получены результаты о 
существовании и единственности обобщенных 
решений задач Коши и начально-краевых задач 
в случае реального и политропного газа на про-
извольном временном промежутке. Позднее на 
основе линеаризованной КГД системы уравне-
ний на постоянном решении строилась система 
с общей регуляризующей скоростью, а также 
устанавливалось вырождение свойства парабо-
личности исходной системы [11]. Для КГиД систе-
мы уравнений в случае слабосжимаемой жидко-
сти авторами работы [12] были доказаны теоремы 
существования и единственности обобщенных 
и регулярных решений при некоторых услови-
ях на данные. В работе [13] исследуется модель 
на основе КГД и КГиД уравнений в многомас-
штабных средах, которую можно использовать в 
приложениях с пористыми средами. В качестве 



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ

ВЕСТНИК ЮГОРСКОГО
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА
Том 20, выпуск 2 (2024)

98

основы для такой модели был предложен вы-
числительный многомасштабный метод, осно-
ванный на идее минимизаций энергии связи, 
для решения задач КГД и повышения точности 
моделирования. Стоит отметить, что в послед-
нее время регуляризованные уравнения ги-
дродинамики КГиД-типа широко используются 
для построения численных методов. Некоторые 
последние результаты представлены в [13-17]. 
Несмотря на обширные исследования, посвя-
щенные решению задач квазигидродинамики, 
работы, посвященные доказательству теоремы 
о существовании и единственности глобально-
го решения начально-краевой задачи для нели-
нейных систем КГиД уравнений, вероятно, от-
сутствуют. В данной работе будет предпринята 
попытка восполнить этот пробел. 

В настоящей работе устанавливается, что 
при определенных условиях на данные КГиД 
системы уравнений существует обобщенное 
решение первой начально-краевой задачи и 
его можно найти как предел приближенных ре-
шений, вычисляемых по методу Галеркина с ис-
пользованием априорных оценок.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Вспомогательные результаты 
и определения
Пусть ,u p  – достаточно гладкое решение 

задачи (1), (2). Первое и второе уравнение си-
стемы умножим на функции   и 


 соответ-

ственно, такие что 

  1
2 20, ;L T W G ,   , 0 

G

x dx ,

  1
2 20, ; 

 L T W G , | 0 

S . 

Интегрируя по G , придем к равенствам:
 

     
 

G G

u dx w dx   , ,   
 u u

   , , ,   


   


p f

   , , ,        

    u u w u
t

   1 , , 


  
 p f  ,   

u

 ,  
divu div   , ,  

 u w c

 , , wdivu  (3) 

где точка   означает скалярное произве-

дение в 
3  и  ,  

G

u v uv dx  для скалярных 

функций и  ,  
   

G

u v u v dx  для векторных. Ин-

тегрируя по частям, имеем:

  , , ( , )     
    

G

u w u w dG

( , )      
   

G G

divuw dG u wdG  (4) 

Используя это равенство в (3), получаем 
равенства: 

   , , ,  ,        

   uu w
t

    1, , , 


    
   u w u p

   , ,     
  u divu div

    , , , ,   
  u w f  (5) 

справедливые при п.в. t . Равенство (5) мо-
жет служить основой для определения обоб-

щенного решения задачи. Пусть  0 1,3 / 2p , 
 0 0 02 / 4 3 q p p , 1 5 / 4p . 

Функции

     1
2 2 20, ; 0, ; 

u L T W G L T L G ,

  1 1

10, ; t p pu L T W G ,   1 1

10, ; p pp L T W G

такие, что    2,



  
 p u u L Q , удовлет-

воряюшие (2) называются обобщенным ре-
шением задачи (1), (2), если 

0 0 0

( , ) ( , ) , [ ,          
  T T T uu dt w dt
t

    1, , , 


    
   u w u p

   , ,      
  u divu div
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  
0

, , ] ( , ) ,   
   T

u w igr dt f dt

для всех функций   1
2 20, ;L T W G  с

    1
5 5, 0,  0, ;  



G

t x dx L T W G  и

| 0 

S .

Пусть

 , ,     

  ua u
t

  , ,  
  u w u

   1 , ,  


    
 p u  ,  

divu div

  , , .
 u w   

Основные результаты

Теорема. Пусть  2f L Q ,  0 2u L G . 

Тогда существует обобщенное решение за-

дачи (1), (2) что     0 0
, , 0, ;   q pp u u u L T L G  

для любого  0 1,3 / 2p , где  0 0 02 / 4 3 . q p p  

Доказательство. Вначале для гладких ре-
шений задачи получим первую априорную 
оценку. Пусть   p  и  

 u  в (5), тогда: 

    , , ,


     
 u u p p p

   , , 0,    
 f p u p

  , , ,       

     u u u w u u
t

   1 , ,


    
  p u u u  , 

 divu divu

     , , , , . 


  
       

  

     u u u u p f f u  (6)

Разделив первое из равенств в (6) на   и 
сложив его со вторым равенством и исполь-

зуя равенство   , , 0  
   u w u u  в силу пер-

вого уравнения в (1) и интегрирования по ча-
стям, получим 

 
2| | ,

2


   
 

  

G

u dx u u
t

   2, ,


   
 divu divu p p

  , ,


  
 u u p    1, ,

 
   

 f p u p

 1 ,


 
p u     , , ,   

   u u u u

  , ,


  
 p u u     , , ) , ,  

   u u f f u  (7) 

Приводя подобные, заключаем, что 

 
2| | ,

2


   
 

  

G

u dx u u
t

   2, ,


   
 divu divu p p

    , , ,   
   u u u u   2 , ,


  

 u u p

      , , , , , 


   
    f p u u f f u  (8)

 
2| | ,

2


   
 

  

G

u dx u u
t

 , 
 divu divu

   , , ,
 

  
     

 

   p pu u u u

   , , , ,


 
   

 

   pf u u f u  (9) 

Оценим правую часть, используя нера-
венство Коши:

2 21 ,  ( 0).
2 2
 


  ab a b  (10) 

Имеем, что 

 , ,


 
   

 

  pf u u
2| | |

2 2
  



G G

f dx

РАЗРЕШИМОСТЬ НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ КВАЗИГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ В СЛУЧАЕ СЛАБОСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

Евсеев Ф.А.



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ

ВЕСТНИК ЮГОРСКОГО
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА
Том 20, выпуск 2 (2024)

100

  2, | ,



 
 p u u dx  (11)

  2, | |
2


 
  

G

f u u 2 1| |   ,
2

 


G

dx f dx  (12) 
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где постоянная 0C  взята из неравенства 
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Интегрируем от 0 до t: 
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Отсюда получим оценки 
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Как следствие, имеем априорные оценки 
для решений: 
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где  1C M  – некоторая постоянная, зави-
сящая от , , M , 
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Оценим все слагаемые, входящие в опре-
деление обобщенного решения. Покажем, 
что 
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Оцениваем по неравенству Гельдера: 
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Необходимое неравенство 1S  эквива-
лентно неравенству 0 3 / 2p . Из (21) вытекает 
оценка:
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Последний множитель оцениваем, ис-
пользуя интерполяционное неравенство: 

 2


  SW G
u    1

22

1 ,     L GW G
C u u  (23) 

где  S . Из (22) получаем оценку: 
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Воспользовавшись (19), получим 
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где выберем: 
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Легко увидеть, в силу условий на пара-
метр 0p , что 0 1q . Имеем из оценки (18), что 
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Отметим, что 
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Действительно, используя неравенство 
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Отсюда получим: 
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Получаем оценки: 
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Как следствие, при 0 1 5 / 4 p p , посколь-

ку 0 0p q , в этом случае, имеем:
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Оценим слагаемые из определения обоб-
щенного решения. Имеем: 
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Показатель 0p  тот же. Далее, аналогично 
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Имеем оценку интеграла: 
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Применим неравенство Гельдера с 
0

2
q
q

: 

   20
1 0,    





q iL T L QI w
 

0
0

0 0
1
2

22
2 2

0

[ ] .


  
 qT Sq

q q
j W G
u dt  (39) 
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Воспользуемся неравенством (см. (36)): 
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Выражение 
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Используя (40), получим 
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 Обозначим 
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Для интегралов вида 
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аналогично оценке (46) получим оценку: 
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Пусть  i  – базис в подпространстве 
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ем собственные функции задачи: 

ÃÄ , | 0,        
   

     2 1
1 2 3 2 2, , .     W G W G  (49) 

Они образуют ортонормированный базис 

в  2L G  (после нормировки) и ортогональ-

ный базис в пространстве    2 1
2 2  V W G W G , 

если в последнем взять в качестве скалярного 
произведения выражение

, ( , )    
   

Vu v u v . 

Пусть NP  – ортопроектор в  2L G  на под-

пространство  1 2, , ,   
  

N NV Lin . 

Очевидно, что  ,NP L V V  и в силу двой-
ственности и самопряженности он допускает 
продолжение до ограниченного оператора 
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i  – соответствующие собственные значения. 
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Ищем приближенное решение задачи в 
виде: 
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где  ic t  и  i t  есть решение системы: 

   , 0,  ,    
  

N N j N ju w a u

     0, , 0 , ,  1,.., .  
  

j i if c u j N  (50) 

Первое уравнение системы можно пере-
писать в виде 

  , 0.   


 
      

 

  N
N N N i

pu u u f  (51)

Имеем, что 

, 


 
  

 
N

i
p   

1
, ,    

 

 
N

j j i
j

t

det ( , ) 0   j i  (52) 

Последний определитель – определитель 
Грама и он отличен от нуля. Действительно, 
напомним, что имеет место оценка: 

   2 20       L G L Gp c p

 1
2 : 0  

G

p W G pdx

Это неравенство гарантирует, что в иско-
мом подпространстве функций   можно вве-
сти эквивалентное скалярное произведение 

 , ,  u v u v , что и гарантирует утвержде-
ние. Пусть A  – матрица с элементами 

 ,   ij i ja . Тогда система (51) перепишет-
ся в виде 

  
  

11
, ,

.  
, ,

  
   


   
 
    

  


  
N N N

N N N N

u u u f
A

u u u f
 (53) 

Подставляя 


 во вторую систему, полу-
чим нелинейную систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений для функций 
 ic t . Априорная оценка ниже гарантирует, 

что задача Коши для этой системы имеет ре-

шение на всем промежутке  0,T . 
Далее получим априорные оценки для 

приближенных решений. Умножим первое и 

второе уравнение системы (50) на i  и на ic , 
соответственно, и суммируем равенства по i . 
Тогда получим: 

     , 0,  , , .   
    
N N N N N Nu w p a u u f u  (54) 

Для решений мы имеем уже доказанную 
оценку (18), (19), и, таким образом, 

    1 22 20, ;
      

N N L QL T W G
u divu

     
2 1, ,




  
  N
N N L Q

p u u C M  (55) 

где  1C M  – некоторая постоянная, зави-
сящая от , , M , 

    
2 10, ; .




 N L T L Gu C M  (56) 

Оценка имеет тот же самый вид, 
поскольку 

   2 2
   N L G L GP f f ,    2 20 0   N L G L GP u u ,

  00, N Nu x P u . 

  0 00, ;
  

q p
N L T L G
p  ,  N Nu u

  0 00, ;


q pL T L G  4 ,C M  (57) 

Как следствие из (25), (27), (32), (34), имеем:

   2 5/4
     N NL Q L Qw p

     
5/4 4, ,   

N N L Qu u C M  (58) 

Получим оценку на производную по вре-
мени от решения. Перепишем второе урав-
нение системы в виде: 

,    

 Nu
t

  , ,  
  

N N Nu w u

 1 ,


 


Np  ,   


Nu

 ,  


Ndivu div   , , 
 

N Nu w

   0, , 
  f L  (59) 
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где  


NV . Выражение  0 L  есть линей-
ный непрерывный функционал над про-

странством  1
5
W G  в силу оценок (46), (47), 

(48) (где вместо 
u  используется вектор 


Nu ) и, 

следовательно, и над пространством V . Сле-

довательно, найдется   Ng t V  такой, что 
   0 , 
 

NL g  для всех . V  В силу оце-
нок (46), (47), (48), (54)-(58) имеем, что 

 5/4 0, ;    N NL T Vg g
    1

5/4 5/4
120, ;

, 
L T W G

C M

где 12C  – некоторая постоянная, завися-
щая от величины M  и не зависящая от N . Ра-
венство (59) можно переписать в виде: 

.Nt N Nu P g

Тогда из предыдущей оценки и ограни-
ченности оператора NP  в V  вытекает 
неравенство 

   
5/4 120, ; .  Nt L T Vu C M  (60) 

Далее мы воспользуемся теоремой о ком-
пактности (теорема 5.1 в [18]). Отметим, что 

вложение    1
2 2W G L G  компактно (теоре-

мы вложения). Последовательность Nu  огра-
ничено в пространстве с нормой 

  1
2 20, ; 

    
L T W G

u u  5/4 0, ;   t L T Vu

и, следовательно, по теореме о компакт-
ности, существует подпоследовательность 

kN
u  и функция  2u L Q  такие, что 

kN
u u  в 

 2L Q  и п. в. в Q . Выделяя еще подпоследо-
вательности из этой подпоследовательности, 
если необходимо, без ограничения общности 
можем считать, что

  1
2 20, ;u L T W G , 

k i iN x xu u  

слабо в  2L Q , 
kN t tu u  

слабо в  5/4 0, ; L T V , 
kN

divu divu  

слабо в  2L Q , Nw w , 

слабо в  2L Q , Np p  в  5/4L Q ,

 Np p  и   1, N Nu u u  

слабо в  5/4L Q , Nu u  * - 

слабо в   20, ;L T L G . Покажем, что 

   1, ,  , ,



     
     pw u u f u u u  (61) 

Имеем, что  
kN

p p  слабо в  5/4L Q , 

покажем, что    , ,  
   

k kN Nu u u u  в некото-
ром слабом смысле. Действительно, 
рассмотрим 

   ( , , )     
   

k kN N
Q

u u u u dQ

  ( ,  
  

k kN N
Q

u u u   , )   
  

kN
u u u dQ .

Для удобства считаем, что   
 L Q . 

Для первого интеграла имеем оценку 

 ( ,   
  

k kN N
Q

u u u dQ  213   
kN L QC u u

 2
0  

kN L Qu  при k

Для второго интеграла имеем: 

 ( , ) 0   
  

kN
Q

u u u dQ  при k ,

в силу слабой сходимости  kN
u  в  2L Q . 

Возьмем набор функций     0, i t C T ,

    0,ic t C T , умножим соответствующие 
равенства (50) с  kN N  на эти функции, про-
суммируем результат по i  от 1 до n   ( ) kn N  и 
проинтегрируем полученные равенства по t . 
В результате имеем:

0

( , )  
 

k k

T

N Nu w dt

 
0 0

0,  , ( , ) ,  
 

k

T T

Na u dt f dt  (62) 

где 
1

 


 n

i i
i

c  и 
1

  



n

i i
i

.

РАЗРЕШИМОСТЬ НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ КВАЗИГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ В СЛУЧАЕ СЛАБОСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

Евсеев Ф.А.



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ

ВЕСТНИК ЮГОРСКОГО
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

Том 20, выпуск 2 (2024)
105

Рассмотрим последовательно все слага-
емые. По уже доказанному мы можем перей-
ти к пределу в первом равенстве и получим 
предельное равенство: 

0

( , ) 0,    
 T

u w dt

  1, .


 
     

 

  w u u p f  (63) 

Во втором равенстве мы рассмотрим 
только нелинейные слагаемые, поскольку в 
линейной части переход осуществляется за 
счет слабой сходимости. 

Возьмем слагаемое: 

 
0

( , , ) .  
  

k k k k

T

N N N NJ u w u dt

Покажем что  
0

( , , )   
  

k

T

NJ J u w u dt . 

Составим разность: 

0

(( , ) ,   
 

k k k

T

N N NJ J u w ) 
 

kN
u u dt

 
0

( , ), ) 
  

k k

T

N Nu w u dt

Второй интеграл стремится к нулю в силу 
слабой сходимости, а для первого интеграла 
имеем оценку 

 
0

| ( , , )  
   

k k k

T

N N Nu w u u

 2
|   

kN L Qdt c u u 0   при k ,

Аналогично показываем, что

  
0

( , , )
 

k k

T

N Nu w dt  
0

( , , ) 
 T

u w dt  

при k . Переходя к пределу 
при k , придем к тому, что выполнено 

интегральное тождество 

    
0

1( , ) , , ,  



     


     T u u w u p
t

   , ,      
  u divu div

    0, , ,  
   Tu w dt t f dt

В силу базисности выбранных функций 
i , 


i  мы получим, что u  есть обобщенное 

решение задачи. Доказ ательство последнего 
утверждения теоремы, т.  е. включений 

    0 0
, , 0, ;   q pp u u u L T L G  для любого 
 0 1,3 / 2p , мы фактически уже провели в 

первой половине доказательства.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ВЫВОДЫ

В работе рассмотрена разрешимость 
первой начально-краевой задачи для квази-
гидродинамической системы уравнений в 
случае слабосжимаемой жидкости. Доказана 
теорема существования обобщенных реше-
ний. Доказательство было основано на мето-
де Галеркина с использованием априорных 
оценок.
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