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In the article we consider well-posedness in Sobolev spaces of stationary inverse problems of 
recovering the heat transfer coefficient at the interface which is included in the transmission 
condition of the imperfect contact type. The existence and uniqueness theorem are exhibited. The 
method is constructive and the approach allows to develop numerical methods for solving the 
problem. The proof relies on a priori estimates obtained and the fixed-point theorem. 

Keywords: inverse problem, transmission problem, heat transfer coefficient, parabolic 
equation, heat and mass transfer. 

 
Введение 

Мы исследуем обратные задачи определения коэффициентов теплообмена, входящих в 
условие сопряжения в стационарном случае. Рассматривается эллиптическое уравнение вида 
 −𝐿𝐿𝑢𝑢 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝐿𝐿𝑢𝑢 = ∑  𝑛𝑛

𝑖𝑖,𝑗𝑗=1 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖𝑥𝑥𝑗𝑗 + ∑  𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 𝑎𝑎𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑎𝑎0(𝑥𝑥)𝑢𝑢 − 𝜆𝜆𝑢𝑢, (1) 

где 𝑥𝑥 ∈ 𝐺𝐺 ⊂ ℝ𝑛𝑛 – ограниченная область с границей Γ и 𝜆𝜆 ∈ ℝ. Считаем, что область 𝐺𝐺 
разделена на две области 𝐺𝐺+ и 𝐺𝐺− такие, что 𝐺𝐺− ⊂ 𝐺𝐺, 𝐺𝐺+ ∪ 𝐺𝐺− = 𝐺𝐺,𝐺𝐺+ ∩ 𝐺𝐺− = ∅. Положим, 
Γ0 = ∂𝐺𝐺+ ∩ ∂𝐺𝐺−. Уравнение (1) дополняется краевыми условиями: 
 𝐵𝐵𝑢𝑢|Γ = 𝑔𝑔, (2) 

где 𝐵𝐵𝑢𝑢 = 𝑢𝑢 или 𝐵𝐵𝑢𝑢 = ∑  𝑛𝑛
𝑖𝑖,𝑗𝑗=1 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝑠𝑠𝑗𝑗

∂𝑢𝑢
∂𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝜎𝜎(𝑥𝑥)𝑢𝑢, и условиями сопряжения 

 ∂𝑢𝑢+

∂𝑁𝑁
(𝑥𝑥0) − 𝛽𝛽(𝑢𝑢+ − 𝑢𝑢−)(𝑥𝑥0) = 𝑔𝑔+(𝑥𝑥0), ∂𝑢𝑢

+

∂𝑁𝑁
(𝑥𝑥0) = ∂𝑢𝑢−

∂𝑁𝑁
(𝑥𝑥0), 𝑥𝑥0 ∈ Γ0,  (3) 

где ∂𝑢𝑢
±

∂𝑁𝑁
(𝑥𝑥0) = lim𝑥𝑥∈𝐺𝐺±,𝑥𝑥→𝑥𝑥0∈Γ0 ∑  𝑛𝑛

𝑖𝑖,𝑗𝑗=1 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖𝜈𝜈𝑗𝑗, 𝑢𝑢
± = lim𝑥𝑥∈𝐺𝐺±,𝑥𝑥→𝑥𝑥0∈Γ0𝑢𝑢(𝑥𝑥) и 𝑠𝑠, 𝜈𝜈 – внешние 

единичные нормали к Γ, ∂𝐺𝐺− соответственно. К условиям сопряжения мы добавляем условия 
переопределения вида 
 𝑢𝑢+(𝑏𝑏𝑖𝑖) = 𝜓𝜓𝑖𝑖 (𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑎𝑎1),𝑢𝑢−(𝑏𝑏𝑖𝑖) = 𝜓𝜓𝑖𝑖 (𝑖𝑖 = 𝑎𝑎1 + 1, … , 𝑎𝑎), (4) 
где 𝑏𝑏𝑖𝑖 ∈ Γ0 (𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑎𝑎) и 𝜓𝜓𝑖𝑖 некоторые постоянные. 

Задача состоит в нахождении решения уравнения (1), удовлетворяющего условиям (2)-
(4) и неизвестной функции 𝛽𝛽 вида 𝛽𝛽 = ∑  𝑟𝑟

𝑗𝑗=1 𝛽𝛽𝑗𝑗Φ𝑗𝑗(𝑥𝑥), где функции Φ𝑗𝑗 заданы, а постоянные 
𝛽𝛽𝑗𝑗 считаются неизвестными. Условия сопряжения (3) совпадают с известными в теории 
тепломассопереноса условиями на границе двух сред, когда контакт не является идеальным 
(см. постановки в [1]). В этом случае 𝛽𝛽 – коэффициент теплообмена. Если 𝛽𝛽 → ∞, мы 
получим стандартную постановку задачи дифракции (см. [2, § 16, гл. 3]), когда условия 
имеют вид 𝑢𝑢+ = 𝑢𝑢−, ∂𝑢𝑢

+

∂𝑁𝑁
|Γ0 = ∂𝑢𝑢−

∂𝑁𝑁
|Γ0. Обратные задачи нахождения неизвестных граничных 

режимов, в частности задачи конвективного теплообмена, являются классическими (см. [4]-
[5]). В настоящее время имеется большое количество работ, посвященных численному 
решению задач типа (1)-(4) в различных постановках, точки {𝑏𝑏𝑖𝑖} в (4) чаще всего являются 
внутренними точками областей 𝐺𝐺+, 𝐺𝐺−. Отметим, например, работы [6-9], посвященные 
задачам сопряжения с условиями типа неидеального контакта в стационарном случае, и 
работы [10-13]. Гораздо большее количество работ посвящено задачам (1)-(4) в 
нестационарном случае, в том числе и решению обратных задач (1)-(4) (см. [10]-[13]). С 
теоретической точки зрения задача сопряжения (1)-(3) исследована только в некоторых 
частных случаях, а обратная задача (1)-(4) практически не исследовалась. Ранее в основном 
исследовались задачи сопряжения с условиями типа дифракции. Можно отметить 
классические работы (𝐿𝐿2 теория) О. А. Ладыженской и О. А. Олейник (см. [14-17]) и ряда 
других авторов в 50-60-е годы. Общая теория задач типа дифракции для эллиптических 
операторов высокого порядка имеется в работах Шефтеля [18, 19], где приведены условия 
разрешимости как в пространствах Соболева, так и в пространствах Гельдера. Можно также 
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отметить работу [20], где по существу был рассмотрен вопрос об обобщенной в некотором 
смысле разрешимости задач типа дифракции, и работу [21], посвященную уже задачам типа 
дифракции для эллиптических систем высокого порядка в пространствах Соболева и 
Гельдера. Среди работ, посвященных задаче (1)-(3), нет достаточно общих результатов. 
Можно отметить работы [22-24], где, в частности, получены теоремы существования и 
единственности решения в пространстве 𝑊𝑊2

2(𝐺𝐺+) ∩𝑊𝑊2
2(𝐺𝐺−) в цилиндрической 

пространственной области в модельном случае. 
В данной работе мы изучаем вопросы корректности задачи (1)-(4), в частности, мы 

получим теоремы существования и единственности решений (основной результат – теорема 3). 

Определения и вспомогательные результаты 

В работе мы используем пространства Соболева и Гельдера 𝑊𝑊𝑝𝑝
𝑠𝑠(𝐺𝐺), 𝐶𝐶𝛼𝛼(𝐺𝐺) (см. 

определения в [25]). Под нормой вектора понимаем сумму норм координат. Пусть (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =
∫  𝐺𝐺 𝑢𝑢(𝑥𝑥)𝑣𝑣(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥. Обозначим через 𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖) – шар радиуса 𝛿𝛿 с центром в точке 𝑏𝑏𝑖𝑖. Параметр 
𝛿𝛿 > 0 назовем допустимым, если 𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖) ∩ ∂𝐺𝐺 = ∅, 𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖) ∩ 𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑗𝑗)) = ∅ для 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗. Далее во 
всех условиях на данные считаем такой параметр фиксированным. 

Далее мы считаем, что параметр 𝑝𝑝 > 𝑠𝑠 зафиксирован. Говорим, что граница Γ данной 
области 𝐺𝐺 принадлежит классу 𝐶𝐶𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ≥ 1 (см. определение в [2, Гл. 1]), если для любой точки 
𝑥𝑥0 ∈ Γ найдется окрестность 𝑈𝑈 (координатная окрестность) этой точки, и система координат 
𝑦𝑦 (локальная система координат), полученная с помощью поворота и переноса начала 
координат из исходной, такая, что ось 𝑦𝑦𝑛𝑛 направлена по внутренней нормали в Γ в точке 𝑥𝑥0, и 
уравнение части границы 𝑈𝑈 ∩ Γ имеет вид 𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝛾𝛾(𝑦𝑦′), 𝛾𝛾(0) = 0, |𝑦𝑦′| < 𝛿𝛿, 𝑦𝑦′ = (𝑦𝑦1, … ,𝑦𝑦𝑛𝑛−1), 
причем 𝛾𝛾 ∈ 𝐶𝐶𝑠𝑠(𝐵𝐵𝛿𝛿′(0)) (𝐵𝐵𝛿𝛿′(0) = {𝑦𝑦′: |𝑦𝑦′| < 𝛿𝛿}) и 𝐺𝐺 ∩ 𝑈𝑈 = {𝑦𝑦: |𝑦𝑦′| < 𝛿𝛿, 0 < 𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝛾𝛾(𝑦𝑦′) < 𝛿𝛿1}, 
(ℝ𝑛𝑛\𝐺𝐺) ∩ 𝑈𝑈 = {𝑦𝑦: |𝑦𝑦′| < 𝛿𝛿,−𝛿𝛿1 < 𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝛾𝛾(𝑦𝑦′) < 0}. Числа 𝛿𝛿, 𝛿𝛿1 для области 𝐺𝐺 фиксированы, 
причем без ограничения общности считаем, что 𝛿𝛿1 > (𝑀𝑀 + 1)𝛿𝛿, где 𝑀𝑀 – постоянная Липшица 
функции 𝛾𝛾. Обозначим параметр 𝛿𝛿 из этого определения через 𝛿𝛿𝐺𝐺. 

Введём обозначения: 𝐺𝐺𝛿𝛿 =∪𝑖𝑖 𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖), Γ𝛿𝛿 = 𝐺𝐺𝛿𝛿 ∩ Γ0. Рассматривая задачу (1)-(4), мы 
предполагаем, что 
 Γ, Γ0 ∈ 𝐶𝐶2, Γ𝛿𝛿 ∈ 𝐶𝐶3, (5) 
где 𝛿𝛿 – допустимый параметр такой, что 𝛿𝛿 < 𝛿𝛿𝐺𝐺−, и для любой координатной окрестности 
𝑈𝑈𝑖𝑖 = {𝑦𝑦: |𝑦𝑦′| < 𝛿𝛿,−𝛿𝛿1 < 𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝛾𝛾(𝑦𝑦′) < 𝛿𝛿1} точки 𝑏𝑏𝑖𝑖 имеем, что 𝑈𝑈𝑖𝑖 ⊂ 𝐺𝐺. Чтобы достичь 
последнего, мы всегда можем уменьшить параметр 𝛿𝛿. Условие 𝛿𝛿1 > (𝑀𝑀 + 1)𝛿𝛿 гарантирует 
вложение 𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖) ⊂ 𝑈𝑈𝑖𝑖. Далее мы фиксируем такой параметр 𝛿𝛿 (он может быть выбран как 
угодно малым, если необходимо). Следующие оценки следствия стандартных теорем о 
следах [25] и определений норм. 

Лемма 1. Пусть 𝐺𝐺 – ограниченная область с границей класса 𝐶𝐶2. Существует постоянная 
𝐶𝐶 такая, что 

 ∥ 𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊�𝑝𝑝2𝑠𝑠1(Γ) +∥ ∂𝑣𝑣
∂𝜈𝜈
∥𝑊𝑊�𝑝𝑝2𝑠𝑠0(Γ)≤ 𝐶𝐶 ∥ 𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺), 𝑠𝑠0 = 1
2
− 1

2𝑝𝑝
, 𝑠𝑠1 = 1 − 1

2𝑝𝑝
, (6) 

для всех 𝑣𝑣 ∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺). Здесь ∂𝑣𝑣

∂𝜈𝜈
 – производная по внешней нормали к Γ. 

Лемма 2. Пусть 𝑠𝑠 ∈ (𝑠𝑠/𝑝𝑝, 1) и 𝐺𝐺 – область, удовлетворяющая условиям леммы 1. Тогда 
справедливы следующие утверждения. Произведение 𝑞𝑞𝑣𝑣 функций класса 𝑊𝑊𝑝𝑝

𝑠𝑠(𝐺𝐺) снова 
принадлежит 𝑊𝑊𝑝𝑝

𝑠𝑠(𝐺𝐺), и справедлива оценка 
∥ 𝑞𝑞𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

𝑠𝑠(𝐺𝐺)≤ 𝑎𝑎0 ∥ 𝑞𝑞 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
𝑠𝑠(𝐺𝐺)∥ 𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

𝑠𝑠(𝐺𝐺). 

Аналогичное утверждение справедливо и для функций класса 𝑊𝑊𝑝𝑝
𝑠𝑠(Γ0) при 𝑠𝑠 ∈ ((𝑠𝑠 −

1)/𝑝𝑝, 1). 
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Оператор 𝐿𝐿 считается эллиптическим, т. е. для некоторой постоянной 𝛿𝛿0 > 0 выполнено 
неравенство 

�  
𝑛𝑛

𝑖𝑖,𝑗𝑗=1
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝜉𝜉𝑖𝑖𝜉𝜉𝑗𝑗 ≥ 𝛿𝛿0|𝜉𝜉|2 ∀𝜉𝜉 ∈ ℝ𝑛𝑛,∀𝑥𝑥 ∈ 𝐺𝐺. 

Рассмотрим вспомогательные задачи сопряжения 
 𝐿𝐿𝑢𝑢 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝑥𝑥 ∈ 𝐺𝐺,𝐵𝐵𝑢𝑢|Γ = 𝑔𝑔, (7) 

 𝐵𝐵+𝑢𝑢 = ∂𝑢𝑢+

∂𝑁𝑁
− 𝛽𝛽(𝑢𝑢+ − 𝑢𝑢−) = 𝑔𝑔+, ∂𝑢𝑢

+

∂𝑁𝑁
= ∂𝑢𝑢−

∂𝑁𝑁
+ 𝑔𝑔−, 𝑥𝑥 ∈ Γ0. (8) 

Опишем условия на данные, гарантирующие разрешимость задачи (7), (8). Считаем, что 
 𝑎𝑎𝑖𝑖 ∈ 𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺) (𝑖𝑖 ≥ 0),𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗 ∈ 𝐶𝐶(𝐺𝐺±) ( 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1, … ,𝑠𝑠),𝜎𝜎 ∈ 𝐶𝐶𝑠𝑠0+𝜀𝜀0,2𝑠𝑠0+2𝜀𝜀0(Γ); (9) 

функции 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗|𝐺𝐺± допускают продолжение до непрерывных функций класса 𝐶𝐶(𝐺𝐺±) и 

 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗
± |Γ0 ∈ 𝐶𝐶

𝑠𝑠0+𝜀𝜀0,2𝑠𝑠0+2𝜀𝜀0(Γ0),𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗|Γ ∈ 𝐶𝐶𝑠𝑠0+𝜀𝜀0,2𝑠𝑠0+2𝜀𝜀0(Γ), 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1, … ,𝑠𝑠, (10) 

где 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗
± (𝑡𝑡, 𝑥𝑥0) = lim𝑥𝑥∈𝐺𝐺±,𝑥𝑥→𝑥𝑥0∈Γ0𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗(𝑡𝑡, 𝑥𝑥), параметр 𝜀𝜀0 ∈ (0, 1

2
) произволен (он может быть как 

угодно мал), и последнее включение в (10) считается выполненным, только если 𝐵𝐵𝑢𝑢 ≠ 𝑢𝑢 в 
(2); 
 𝑎𝑎𝑖𝑖 ∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝

1(𝐺𝐺𝛿𝛿
±)) (𝑖𝑖 ≥ 0),𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗 ∈ 𝑊𝑊∞

1(𝐺𝐺𝛿𝛿
±))(𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1,2, … ,𝑠𝑠), (11) 

где 𝐺𝐺𝛿𝛿
± = 𝐺𝐺𝛿𝛿 ∩ 𝐺𝐺±. Построим функции 𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶0∞(ℝ𝑛𝑛) такие, что 𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 1 в 𝐵𝐵𝛿𝛿/2(𝑏𝑏𝑖𝑖) и 

𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 0 в ℝ𝑛𝑛\𝐵𝐵3𝛿𝛿/4(𝑏𝑏𝑖𝑖), положим 𝜑𝜑(𝑥𝑥) = ∑  𝑟𝑟
𝑖𝑖=1 𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑥𝑥). 

Мы используем выпрямление границы 𝑧𝑧𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝛾𝛾(𝑦𝑦′), 𝑧𝑧′ = 𝑦𝑦′, где 𝑦𝑦 – локальная 
система координат в точке 𝑏𝑏𝑖𝑖. При выполнении условия (5) преобразование 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑦𝑦(𝑧𝑧)) =
𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧) и обратное к нему принадлежат классу 𝐶𝐶3. Для удобства всюду ниже считаем, что на Γ0 
ось 𝑦𝑦𝑛𝑛 локальной системы координат в каждой точке направлена вне области 𝐺𝐺−. Пусть 
𝑈𝑈′ = {𝑧𝑧: |𝑧𝑧′| < 𝛿𝛿,−𝛿𝛿1 < 𝑧𝑧𝑛𝑛 < 𝛿𝛿1}, 𝑈𝑈+(−) = {𝑧𝑧 ∈ 𝑈𝑈′: 𝑧𝑧𝑛𝑛 > 0(𝑧𝑧𝑛𝑛 < 0)} и 𝐵𝐵𝛿𝛿′ = {𝑧𝑧′: |𝑧𝑧′| < 𝛿𝛿}. 

Мы считаем, что 
 𝑔𝑔± ∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0),𝑔𝑔 ∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑘𝑘0(𝑆𝑆), (12) 

где 𝑘𝑘0 = 𝑠𝑠0 в случае условий третьей краевой задачи и 𝑘𝑘0 = 𝑠𝑠1 в случае условий Дирихле. Пусть 
 𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺),𝛽𝛽 ∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0), (13) 

  𝛽𝛽 ∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝
2−1/𝑝𝑝(Γ𝛿𝛿). (14) 

В координатной окрестности 𝑈𝑈𝑖𝑖 точки 𝑏𝑏𝑖𝑖 ∈ Γ0 выпрямим границу и перейдем к системе 
координат 𝑧𝑧 = (𝑧𝑧′, 𝑧𝑧𝑛𝑛). Мы также предполагаем, что для каждого 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑎𝑎 

 
∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∈ 𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑈𝑈′),∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑢𝑢0

±(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝
2−2/𝑝𝑝(𝑈𝑈±) (𝑖𝑖 ≤ 𝑎𝑎),

 ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′),

∇𝑧𝑧′𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘
± (𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∈ 𝐶𝐶𝑠𝑠0+𝜀𝜀0,2𝑠𝑠0+2𝜀𝜀0(𝐵𝐵𝛿𝛿′), (𝑘𝑘, 𝑙𝑙 = 1,2 … ,𝑠𝑠, 𝜀𝜀0 > 0).

 (15) 

Отметим, что условие (15) не зависит от введённой локальной системы координат 𝑦𝑦 и 
системы координат 𝑧𝑧. Например, третье включение эквивалентно тому, что для любого 
гладкого касательного к Γ0 векторного поля 𝑙𝑙(𝑥𝑥), ∂𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔

+(𝑥𝑥)
∂𝑘𝑘

∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′ ) каждая из производных 

∂
∂𝑧𝑧𝑗𝑗

 (𝑗𝑗 = 1,2, … ,𝑠𝑠 − 1) в переменных 𝑥𝑥 может быть записана как производная по направлению 

некоторого касательного к Γ0 векторного поля, которые в каждой точке образуют базис в 
касательной плоскости к Γ0. Условие (15) может быть переформулировано и в исходной 
системе координат 𝑥𝑥, однако гораздо проще записать его в виде (15). 
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Следующий результат фактически есть следствие теоремы 3 в [26], где эта теорема была 
доказана в параболическом случае. 

Теорема 1. Пусть выполнены условия (9)-(10), (12)-(13) и 𝛤𝛤,𝛤𝛤0 ∈ 𝐶𝐶2. Тогда найдется 
параметр 𝜆𝜆0 > 0 такой, что при 𝜆𝜆 ≥ 𝜆𝜆0 существует единственное решение задачи (7)-(8) 
такое, что 𝑢𝑢 ∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝

1,2(𝐺𝐺+) ∩𝑊𝑊𝑝𝑝
1,2(𝐺𝐺−), причем справедлива оценка 

∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺+) +∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺−)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝑢𝑢 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)≤ 𝐶𝐶0(∥ 𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺) +∥ 𝑔𝑔+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ 𝑔𝑔+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0

 +∥ 𝑔𝑔− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ 𝑔𝑔− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0+∥ 𝑔𝑔 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑘𝑘0(Γ)+ |𝜆𝜆|𝑘𝑘0 ∥ 𝑔𝑔 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ)).  

Доказательство. Наше утверждение фактически вытекает из соответствующей теоремы 
для параболического случая (см. теорему 3 в [26]). По сравнению с [26], здесь мы описываем 
гладкость функции 𝛽𝛽 в терминах принадлежности некоторому пространству Соболева. 
Условия такого типа на коэффициенты граничных операторов (как и в нашем случае) 
использовались (см., например, [27]). Получим априорную оценку для решений. Положим, 
𝑣𝑣 = 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡𝑢𝑢(𝑥𝑥), где 𝑢𝑢 –решение задачи (7), (8). Эта функция есть решение задачи 

𝑣𝑣𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑣𝑣 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 , (𝑡𝑡, 𝑥𝑥) ∈ 𝑄𝑄 = (0,𝑇𝑇) × 𝐺𝐺,𝑇𝑇 > 0, 
𝐵𝐵𝑣𝑣|𝑆𝑆 = 𝑔𝑔𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 (𝑆𝑆 = Γ × (0,𝑇𝑇)), 𝑣𝑣|𝑡𝑡=0 = 𝑢𝑢(𝑥𝑥), 

 ∂𝑣𝑣+

∂𝑁𝑁
(𝑥𝑥) − 𝛽𝛽(𝑣𝑣+ − 𝑣𝑣−)(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔+(𝑥𝑥)𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 , ∂𝑣𝑣

+

∂𝑁𝑁
(𝑥𝑥) = ∂𝑣𝑣−

∂𝑁𝑁
(𝑥𝑥) + 𝑔𝑔−(𝑥𝑥)𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 , (𝑡𝑡, 𝑥𝑥) ∈ 𝑆𝑆0 = (0,𝑇𝑇) × Γ0. 

Решение этой задачи существует, единственно, и решение удовлетворяет оценке 
∥ 𝑣𝑣𝑡𝑡 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑄𝑄) +∥ 𝑣𝑣 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(0,𝑇𝑇;𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺+)) +∥ 𝑣𝑣 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(0,𝑇𝑇;𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺−))≤ 𝐶𝐶1(∥ 𝑓𝑓𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑄𝑄)+

 ∥ 𝑔𝑔+𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
𝑠𝑠0,2𝑠𝑠0((0,𝑇𝑇)×Γ0) +∥ 𝑔𝑔𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

𝑘𝑘0,2𝑘𝑘0((0,𝑇𝑇)×Γ)+

 ∥ 𝑔𝑔−𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
𝑠𝑠0,2𝑠𝑠0((0,𝑇𝑇)×Γ0) +∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2−2/𝑝𝑝(𝐺𝐺+) +∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2−2/𝑝𝑝(𝐺𝐺−)),

 

где 𝐶𝐶1 – некоторая постоянная, не зависящая от данных. Рассмотрим, например, норму 
 ∥ 𝑔𝑔+𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

𝑠𝑠0,2𝑠𝑠0((0,𝑇𝑇)×Γ0)= (∥ 𝑔𝑔+𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 ∥
𝐿𝐿𝑝𝑝(0,𝑇𝑇;𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0((0,𝑇𝑇)×Γ0)
𝑝𝑝 +∥ 𝑔𝑔+𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 ∥

𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0;𝑊𝑊𝑝𝑝
𝑠𝑠0(0,𝑇𝑇))

𝑝𝑝 )1/𝑝𝑝, 

где каждая норма в правой и левой части распадается в произведение норм по переменным 𝑡𝑡, 
𝑥𝑥. Фиксируем 𝜆𝜆0 > 0, и пусть 𝜆𝜆 ≥ 𝜆𝜆0. Например, имеем неравенство 
 ∥ 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

𝑠𝑠0(0,𝑇𝑇)≤ 𝑎𝑎 ∥ 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
1(0,𝑇𝑇)

𝑠𝑠0 ∥ 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(0,𝑇𝑇)
1−𝑠𝑠0 ≤ 𝑎𝑎1|𝜆𝜆|𝑠𝑠0𝐶𝐶(𝑇𝑇, 𝜆𝜆),𝐶𝐶(𝑇𝑇, 𝜆𝜆) = ((𝑒𝑒𝑝𝑝𝜆𝜆𝑇𝑇 − 1)/𝑝𝑝𝜆𝜆)1/𝑝𝑝, 

откуда вытекает, что 

(∥ 𝑔𝑔+𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 ∥
𝐿𝐿𝑝𝑝�0,𝑇𝑇;𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0)�

𝑝𝑝 +∥ 𝑔𝑔+𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 ∥
𝐿𝐿𝑝𝑝�Γ0;𝑊𝑊𝑝𝑝

𝑠𝑠0(0,𝑇𝑇)�

𝑝𝑝 )
1
𝑝𝑝 ≤ 

𝐶𝐶(𝑇𝑇, 𝜆𝜆)𝑎𝑎2(∥ 𝑔𝑔+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ 𝑔𝑔+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0), 

где постоянная 𝑎𝑎2 не зависит от 𝜆𝜆. Аналогичные рассуждения могут быть записаны и для 
остальных интегралов. Таким образом, используя определение нормы и структуру решения 
𝑣𝑣, получим неравенство 

𝐶𝐶(𝑇𝑇, 𝜆𝜆)(|𝜆𝜆| ∥ 𝑢𝑢 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺) +∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺−) +∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺+)) ≤ 𝐶𝐶2𝐶𝐶(𝑇𝑇, 𝜆𝜆)(∥ 𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺) +∥ 𝑔𝑔+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0)

 +∥ 𝑔𝑔+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0+∥ 𝑔𝑔− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0)

 +∥ 𝑔𝑔− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0+∥ 𝑔𝑔 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑘𝑘0(Γ)+ �𝜆𝜆|𝑘𝑘0 ∥ 𝑔𝑔 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ)� + 𝐶𝐶1 �∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2�𝐺𝐺+� +∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺−)� .

 

Делим обе части неравенства на 𝐶𝐶(𝑇𝑇, 𝜆𝜆). Увеличивая постоянную 𝜆𝜆0, если необходимо, 
мы можем считать, что 𝐶𝐶1/𝐶𝐶(𝑇𝑇, 𝜆𝜆) ≤ 1/2 при 𝜆𝜆 ≥ 𝜆𝜆0. Тогда будет справедливо неравенство 
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 |𝜆𝜆| ∥ 𝑢𝑢 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺) +∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺−) +∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺+)≤ 𝐶𝐶3(∥ 𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺) +∥ 𝑔𝑔+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0)+

∥ 𝑔𝑔+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0+∥ 𝑔𝑔− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ 𝑔𝑔− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0+∥ 𝑔𝑔 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑘𝑘0(Γ)+ |𝜆𝜆|𝑘𝑘0 ∥ 𝑔𝑔 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ)), 

где постоянная 𝐶𝐶3 не зависит от 𝜆𝜆. Эта априорная оценка, как и в доказательстве теоремы 3 в 
[26], и метод продолжения по параметру в соответствии со схемой, изложенной в [26], 
гарантирует разрешимость задачи в требуемом классе и соответствующую оценку для 
решений из утверждения теоремы. 

Оценку из утверждения теоремы можно улучшить в следующем смысле. Построим 
функцию 𝜑𝜑0𝑖𝑖 ∈ 𝐶𝐶0∞(ℝ𝑛𝑛) такую, что 𝑠𝑠𝑢𝑢𝑝𝑝𝑝𝑝 𝜑𝜑0𝑖𝑖 ⊂ 𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖). 

Лемма 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и 𝜆𝜆 ≥ 𝜆𝜆0 > 0. Тогда справедлива оценка 
∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺+) +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺−)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑢𝑢 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)≤ 𝐶𝐶0(∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺) +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0)+

 ∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0+∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 + |𝜆𝜆|−1/2+𝜀𝜀0𝐽𝐽),

 𝐽𝐽 =∥ 𝑔𝑔 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑘𝑘0(Γ)+ |𝜆𝜆|𝑘𝑘0 ∥ 𝑔𝑔 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ) +∥ 𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺) +∥ 𝑔𝑔+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0)+

 ∥ 𝑔𝑔+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0+∥ 𝑔𝑔− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ 𝑔𝑔− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ,

 

где постоянная 𝐶𝐶0 не зависит от 𝜆𝜆 и 𝜀𝜀0 ∈ (0,1/15𝑝𝑝) как угодно малая постоянная. 
Доказательство. Утверждение доказывается довольно просто. Функция 𝑣𝑣 = 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑢𝑢 есть 

решение задачи 
−𝐿𝐿𝑣𝑣 = 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑓𝑓 + [𝜑𝜑0𝑖𝑖 , 𝐿𝐿]𝑢𝑢 = 𝑓𝑓,𝐵𝐵+𝑣𝑣|𝑆𝑆 = 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔+ − [𝜑𝜑0𝑖𝑖 ,𝐵𝐵+]𝑢𝑢,𝐵𝐵𝑣𝑣|Γ = 0, 

∂𝑣𝑣+

∂𝑁𝑁
=
∂𝑣𝑣−

∂𝑁𝑁
+ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑁𝑁(𝑣𝑣+ − 𝑣𝑣−) + 𝑔𝑔−𝜑𝜑1𝑖𝑖 , 

где 
[𝜑𝜑0𝑖𝑖 , 𝐿𝐿]𝑢𝑢 = 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝐿𝐿𝑢𝑢 − 𝐿𝐿(𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑢𝑢) = −2∑  𝑛𝑛

𝑘𝑘,𝑘𝑘=1 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑢𝑢𝑥𝑥𝑘𝑘𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑥𝑥𝑙𝑙 − ∑  𝑛𝑛
𝑘𝑘,𝑘𝑘=1 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑢𝑢𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑥𝑥𝑙𝑙𝑥𝑥𝑘𝑘 − ∑  𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 𝑎𝑎𝑘𝑘𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑥𝑥𝑘𝑘𝑢𝑢 и 
[𝜑𝜑𝑖𝑖 ,𝐵𝐵+]𝑢𝑢 = −∑  𝑛𝑛

𝑘𝑘,𝑘𝑘=1 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘+ 𝜈𝜈𝑘𝑘𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑥𝑥𝑙𝑙𝑢𝑢
+. Применяя оценку из теоремы 1 к функции 𝑣𝑣, получим 

 

∥ 𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺+) +∥ 𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺−)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝑣𝑣 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)≤ 𝑎𝑎1(∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺) +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0)

 +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0+∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 +

 ∥ 𝑢𝑢+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)

+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑢𝑢+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐵𝐵𝛿𝛿′)+

 ∥ 𝑢𝑢−(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)

+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑢𝑢−(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐵𝐵𝛿𝛿′)+

 ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
1(𝐺𝐺+∩𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖)) +∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

1(𝐺𝐺−∩𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖))).

 (16) 

Последнее слагаемое оценивается через 
∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

1(𝐺𝐺±∩𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖))≤ 𝑎𝑎2 ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺±∩(𝐵𝐵𝛿𝛿2(𝑏𝑏𝑖𝑖)))

1/2 ∥ 𝑢𝑢 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺±∩(𝐵𝐵𝛿𝛿2(𝑏𝑏𝑖𝑖)))
1/2 ≤

𝑎𝑎2|𝜆𝜆|−1/2(∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺±∩𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖))+ |𝜆𝜆| ∥ 𝑢𝑢 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺±∩𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖))) ≤ 𝑎𝑎2|𝜆𝜆|−1/2𝐽𝐽.

 

Аналогично (используем еще теоремы о следах) 
∥ 𝑢𝑢±(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)
+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑢𝑢±(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐵𝐵𝛿𝛿′)≤

𝑎𝑎3|𝜆𝜆|−1/2+𝜀𝜀0(∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺±∩𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖))+ |𝜆𝜆| ∥ 𝑢𝑢 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺±∩𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖))) ≤ 𝑎𝑎4|𝜆𝜆|−1/2+𝜀𝜀0𝐽𝐽,

 

где 𝜀𝜀0 ∈ (0,1/2) как угодно малая постоянная. Действительно, первое слагаемое в 
предыдущей сумме оценивается через 

∥ 𝑢𝑢±(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)

≤ 𝑎𝑎5 ∥ 𝑢𝑢±(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
1(𝐺𝐺±∩𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖))≤ 𝑎𝑎6|𝜆𝜆|−1/2𝐽𝐽, 

а второе через (𝜃𝜃 = 1/2𝑝𝑝 + 2𝜀𝜀0) 
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|𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑢𝑢±(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐵𝐵𝛿𝛿′)≤ 𝑎𝑎6|𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑢𝑢±(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
1/𝑝𝑝+𝜀𝜀0(𝑈𝑈±)≤

𝑎𝑎7|𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺±∩𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖))

𝜃𝜃 ∥ 𝑢𝑢 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺±∩𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖))
1−𝜃𝜃 ≤ 𝑎𝑎8|𝜆𝜆|−1/2+𝜀𝜀0𝐽𝐽.

 

Подставляя полученные выше оценки в (16), получим неравенство 
∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺+) +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺−)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑢𝑢 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)≤

𝐶𝐶2(∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺) +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 +

∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 + 𝑎𝑎6|𝜆𝜆|−1/2+𝜀𝜀0𝐽𝐽.

 

Теорема 2. Пусть выполнены условия (5), (9)-(15). Тогда решение, полученное в теореме 
1, обладает тем свойством, что 𝛻𝛻𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝑈𝑈±), 𝑖𝑖 = 1, … , 𝑎𝑎, и справедлива оценка 

�  
𝑟𝑟

𝑖𝑖=1

(∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈+) +∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝑈𝑈−)+ |𝜆𝜆| ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑈𝑈′))

 ≤ 𝐶𝐶1(|𝜆𝜆|𝜀𝜀0�  
𝑟𝑟

𝑖𝑖=1

(∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 +

 ∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0+∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)) + �  

𝑟𝑟

𝑖𝑖=1

∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑈𝑈′)

 +�  
𝑟𝑟

𝑖𝑖=1

[∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)

+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)+

 ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔−(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)

+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐵𝐵𝛿𝛿′)] + |𝜆𝜆|−1/2+3𝜀𝜀0𝐽𝐽),

 

где постоянная 𝐶𝐶1 не зависит от 𝜆𝜆 ≥ 𝜆𝜆0 и 𝑓𝑓,𝑔𝑔,𝑔𝑔+, 𝜑𝜑0𝑖𝑖 ∈ 𝐶𝐶0∞(𝐵𝐵𝛿𝛿), 𝜑𝜑0𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 1 на 𝑠𝑠𝑢𝑢𝑝𝑝𝑝𝑝 𝜑𝜑𝑖𝑖, и 
𝜀𝜀0 ∈ (0,1/15𝑝𝑝) как угодно малая постоянная. 

Доказательство. Доказательство использует метод конечных разностей и оценку из 
леммы 3. Считаем для удобства, что 𝑠𝑠𝑢𝑢𝑝𝑝𝑝𝑝 𝜑𝜑0𝑖𝑖 = 1 на 𝐵𝐵3𝛿𝛿/4. Использование метода конечных 
разностей производится по схеме, изложенной в доказательстве теоремы 4, п. 3, § 2, гл. 4 в 
[29]. Поэтому мы остановимся только на основных моментах. Возьмем точку 𝑏𝑏𝑖𝑖 ∈ Γ0. 
Умножая уравнение на 𝜑𝜑𝑖𝑖, для 𝑣𝑣 = 𝜑𝜑𝑖𝑖𝑢𝑢, имеем: 

−𝐿𝐿𝑣𝑣 = 𝜑𝜑𝑖𝑖𝑓𝑓 + [𝜑𝜑𝑖𝑖 , 𝐿𝐿]𝑢𝑢 = 𝑓𝑓,𝐵𝐵+𝑣𝑣|𝑆𝑆 = 𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔+ − [𝜑𝜑𝑖𝑖 ,𝐵𝐵+]𝑢𝑢, 
∂𝑣𝑣+

∂𝑁𝑁
(𝑥𝑥0) =

∂𝑣𝑣−

∂𝑁𝑁
(𝑥𝑥0) + 𝜑𝜑𝑖𝑖𝑁𝑁(𝑣𝑣+ − 𝑣𝑣−) + 𝑔𝑔−𝜑𝜑𝑖𝑖 , 

где [𝜑𝜑𝑖𝑖 , 𝐿𝐿]𝑢𝑢 = 𝜑𝜑𝑖𝑖𝐿𝐿𝑢𝑢 − 𝐿𝐿(𝜑𝜑𝑖𝑖𝑢𝑢) = −2∑  𝑛𝑛
𝑘𝑘,𝑘𝑘=1 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑢𝑢𝑥𝑥𝑘𝑘𝜑𝜑𝑖𝑖𝑥𝑥𝑙𝑙 − ∑  𝑛𝑛

𝑘𝑘,𝑘𝑘=1 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑢𝑢𝜑𝜑𝑖𝑖𝑥𝑥𝑙𝑙𝑥𝑥𝑘𝑘 − ∑  𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 𝑎𝑎𝑘𝑘𝜑𝜑𝑖𝑖𝑥𝑥𝑘𝑘𝑢𝑢 и 

[𝜑𝜑𝑖𝑖 ,𝐵𝐵+]𝑢𝑢 = −∑  𝑛𝑛
𝑘𝑘,𝑘𝑘=1 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘+ 𝜈𝜈𝑘𝑘𝜑𝜑𝑖𝑖𝑥𝑥𝑙𝑙𝑢𝑢

+. Запишем 𝐿𝐿 в локальной системе координат 𝑦𝑦 и обозначим 
полученные коэффициенты через 𝑎𝑎�𝑖𝑖𝑗𝑗 ,𝑎𝑎�𝑖𝑖. Выпрямим границу преобразованием 𝑧𝑧𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑛𝑛 −
𝛾𝛾(𝑦𝑦′), 𝑧𝑧′ = 𝑦𝑦′. Получим задачу 

 𝐿𝐿�𝑣𝑣 = 𝑓𝑓,
 𝐵𝐵�+𝑣𝑣|𝑧𝑧𝑛𝑛=0 = 𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) − [𝜑𝜑𝑖𝑖 ,𝐵𝐵+]𝑢𝑢+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) = 𝑔𝑔�+(𝑧𝑧′),

 
∂𝑣𝑣+

∂𝑁𝑁
=
∂𝑣𝑣−

∂𝑁𝑁
+ 𝜑𝜑𝑖𝑖𝑁𝑁(𝑣𝑣+ − 𝑣𝑣−) + 𝑔𝑔−𝜑𝜑𝑖𝑖 ,𝜑𝜑𝑖𝑖𝑁𝑁 =

∂𝜑𝜑𝑖𝑖
∂𝑁𝑁

,
 

где 𝐿𝐿�, 𝐵𝐵�+ – операторы 𝐿𝐿,𝐵𝐵+, записанные в системе координат 𝑧𝑧. Обозначим коэффициенты 𝐿𝐿� 
через 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑎𝑎𝑘𝑘, оператор 𝐵𝐵�+ запишется в виде 𝐵𝐵�+𝑣𝑣 = ∑  𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 𝑏𝑏𝑘𝑘(𝑧𝑧′)𝑣𝑣𝑧𝑧𝑘𝑘 − 𝛽𝛽(𝑧𝑧′)(𝑣𝑣+ − 𝑣𝑣−). Пусть 
Δ𝑗𝑗𝑣𝑣(𝑧𝑧) = (𝑣𝑣(𝑧𝑧 + 𝑒𝑒𝑗𝑗𝜂𝜂) − 𝑣𝑣(𝑧𝑧))/𝜂𝜂 (𝑒𝑒𝑗𝑗  –  𝑗𝑗-й координатный вектор), где |𝜂𝜂| < 𝛿𝛿/8 и 𝑗𝑗 ≤ 𝑠𝑠 − 1. 
Тогда функция 𝑤𝑤 = Δ𝑗𝑗𝑣𝑣 есть решение задачи 
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 𝐿𝐿�(𝑧𝑧,𝐷𝐷)𝑤𝑤 = [𝐿𝐿� ,Δ𝑗𝑗]𝑣𝑣 + Δ𝑗𝑗𝑓𝑓 = 𝑓𝑓0,
 𝐵𝐵�+𝑤𝑤|𝑧𝑧𝑛𝑛=0 = [𝐵𝐵�+,Δ𝑗𝑗]𝑣𝑣 + Δ𝑗𝑗𝑔𝑔�+ = 𝑔𝑔�0+,

 ∂𝑤𝑤
+

∂𝑁𝑁
= ∂𝑤𝑤−

∂𝑁𝑁
+ Δ𝑗𝑗(𝜑𝜑𝑖𝑖𝑁𝑁(𝑣𝑣+ − 𝑣𝑣−)) + Δ𝑗𝑗𝑔𝑔−𝜑𝜑𝑖𝑖 + [ ∂

∂𝑁𝑁
,Δ𝑗𝑗](𝑤𝑤+ − 𝑤𝑤−),

 (17) 

где [𝐿𝐿� ,Δ𝑗𝑗]𝑣𝑣 = −∑  𝑛𝑛
𝑘𝑘,𝑘𝑘=1 Δ𝑗𝑗𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑧𝑧)𝑣𝑣𝑧𝑧𝑘𝑘𝑧𝑧𝑙𝑙(𝑧𝑧 + 𝑒𝑒𝑗𝑗𝜂𝜂) − ∑  𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 Δ𝑗𝑗𝑎𝑎𝑘𝑘(𝑧𝑧)𝑣𝑣𝑧𝑧𝑘𝑘(𝑧𝑧 + 𝑒𝑒𝑗𝑗𝜂𝜂) − Δ𝑗𝑗𝑎𝑎0(𝑧𝑧)𝑣𝑣(𝑧𝑧 + 𝑒𝑒𝑗𝑗𝜂𝜂), 
[𝐵𝐵�+,Δ𝑗𝑗]𝑣𝑣 = −∑  𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 Δ𝑗𝑗𝑏𝑏𝑘𝑘𝑣𝑣𝑧𝑧𝑙𝑙(𝑧𝑧′ + 𝑒𝑒𝑗𝑗′𝜂𝜂, 0) + Δ𝑗𝑗𝛽𝛽(𝑣𝑣+ − 𝑣𝑣−)(𝑧𝑧′ + 𝑒𝑒𝑗𝑗′𝜂𝜂, 0), где 𝑒𝑒𝑗𝑗′ –  𝑗𝑗-й 
координатный вектор в ℝ𝑛𝑛−1. Вернемся к переменным 𝑥𝑥 и продолжим все функции в (17) 
нулем вне 𝑈𝑈𝑗𝑗 ∩ 𝐺𝐺. Тогда функция 𝑤𝑤 ∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺+) ∩𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺−) есть решение задачи (7)-(8) с 

некоторыми новыми правыми частями в граничном условии и уравнении, т. е. 

 𝐿𝐿𝑤𝑤 = 𝑓𝑓0 (𝑥𝑥 ∈ 𝐺𝐺),𝐵𝐵𝑤𝑤|Γ = 0,𝐵𝐵+𝑤𝑤 = 𝑔𝑔�0+, ∂𝑤𝑤
+

∂𝑁𝑁
= ∂𝑤𝑤−

∂𝑁𝑁
+ 𝑔𝑔�−.   (18) 

По теореме 1, имеем оценку 
 ∥ 𝑤𝑤 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺+) +∥ 𝑤𝑤 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺−)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝑤𝑤 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)≤

𝑎𝑎0(∥ 𝑓𝑓0 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺) +∥ 𝑔𝑔�0+ ∥𝑊𝑊�𝑝𝑝2𝑠𝑠0(Γ0)+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑔𝑔�0+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) +∥ 𝑔𝑔�− ∥𝑊𝑊�𝑝𝑝2𝑠𝑠0(Γ0)+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑔𝑔�− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0)). 

Наша следующая цель – показать, что правая часть ограничена равномерно по параметру 
𝜂𝜂. Это делается стандартным образом с использованием представлений 

Δ𝑗𝑗𝑓𝑓 = �  
1

0
𝑓𝑓𝑧𝑧𝑗𝑗(𝑧𝑧 + 𝑒𝑒𝑗𝑗𝜏𝜏𝜂𝜂) 𝑑𝑑𝜏𝜏. 

Окончательное неравенство имеет вид 

 

 ∥ Δ𝑗𝑗𝑣𝑣(𝑧𝑧) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈+) +∥ Δ𝑗𝑗𝑣𝑣(𝑧𝑧) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝑈𝑈−)+ |𝜆𝜆| ∥ Δ𝑗𝑗𝑣𝑣 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)≤ 𝑎𝑎1(∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑈𝑈′)+
 ∥ 𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺) +∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)
+∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐵𝐵𝛿𝛿′) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0+∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐵𝐵𝛿𝛿′) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0

+∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)

+∥ 𝑢𝑢+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
1+2𝑠𝑠0(𝐵𝐵3𝛿𝛿/4′)

+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑢𝑢+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
1(𝐵𝐵3𝛿𝛿/4′) +∥ 𝑢𝑢− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

1+2𝑠𝑠0(𝐵𝐵3𝛿𝛿/4′)
+

 |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑢𝑢− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
1(𝐵𝐵3𝛿𝛿/4′) +∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺+∩𝐵𝐵3𝛿𝛿/4(𝑏𝑏𝑖𝑖)) +∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺−∩𝐵𝐵3𝛿𝛿/4(𝑏𝑏𝑖𝑖))) = 𝐽𝐽2,

 (19) 

где постоянная 𝑎𝑎1 не зависит от 𝜂𝜂. Используя лемму 3, получим оценку 
 ∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑢𝑢(𝑧𝑧) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝑈𝑈+) +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑢𝑢(𝑧𝑧) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈−)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑢𝑢 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)≤ 𝑎𝑎2(∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0)+

∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) �𝜆𝜆|𝑠𝑠0+∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0)� 𝜆𝜆|𝑠𝑠0+∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)+ �𝜆𝜆|−

1
2+2𝜀𝜀0𝐽𝐽� .

 

Далее из теорем вложения мы можем записать неравенство 
∥ 𝑢𝑢+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

1+2𝑠𝑠0(𝐵𝐵3𝛿𝛿/4′)
+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑢𝑢+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

1(𝐵𝐵3𝛿𝛿/4′) +∥ 𝑢𝑢− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
1+2𝑠𝑠0(𝐵𝐵3𝛿𝛿/4′)

+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑢𝑢− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
1(𝐵𝐵3𝛿𝛿/4′)

 ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺+∩𝐵𝐵3𝛿𝛿/4(𝑏𝑏𝑖𝑖)) +∥ 𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺−∩𝐵𝐵3𝛿𝛿/4(𝑏𝑏𝑖𝑖))≤ 𝑎𝑎3|𝜆𝜆|𝜀𝜀0(∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊2
2(𝐺𝐺+∩𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖))

 +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑢𝑢 ∥𝑊𝑊2
2(𝐺𝐺−∩𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖))+ |𝜆𝜆| ∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑢𝑢 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖))).

 

Из двух последних неравенств вытекает, что величина 𝐽𝐽2 допускает оценку 
 𝐽𝐽2 ≤ 𝑎𝑎4(∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑈𝑈′) +∥ 𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺) +∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)
+∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐵𝐵𝛿𝛿′) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 +

∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐵𝐵𝛿𝛿′) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0+∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)

+ 𝑎𝑎5|𝜆𝜆|𝜀𝜀0(∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0)+

 ∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0+∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0+∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)) + 𝑎𝑎6|𝜆𝜆|−1/2+3𝜀𝜀0𝐽𝐽).

 

В силу произвольности 𝑗𝑗 и известных свойств конечных разностей (см. в [3, гл. 1, лемма 
4.6] и теоремы 4 п. 4, § 3, гл. 3 в [22]) заключаем, что для всех 𝑗𝑗 = 1,2, … ,𝑠𝑠 − 1 существуют 
обобщенные производные 𝑣𝑣𝑧𝑧𝑗𝑗 ∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝑈𝑈+) ∩𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈−). В силу произвольности параметров 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 

справедлива оценка из утверждения теоремы. 
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Основные результаты 

Приведем условия на данные. Считаем, что функции Φ𝑗𝑗(𝑥𝑥) при всех допустимых 𝑗𝑗 
обладают свойствами 
 Φ𝑗𝑗 ∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0) ∩𝑊𝑊𝑝𝑝
2−1/𝑝𝑝(Γ𝛿𝛿)). (20) 

Пусть Φ(𝑡𝑡) – матрица с элементами 𝜙𝜙𝑖𝑖𝑗𝑗(𝑡𝑡) = Φ𝑗𝑗(𝑏𝑏𝑖𝑖) (𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝑎𝑎). В силу теорем 
вложения Φ𝑗𝑗(𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶𝛼𝛼0(Γ0) с 𝛼𝛼0 = 1 − 𝑠𝑠/𝑝𝑝 (см. теоремы вложения в [25]). Считая, что 
условия теорем 1, 2 выполнены, построим решение задачи сопряжения (7), (8), где возьмем 
𝛽𝛽 = 0,𝑔𝑔− = 0. Обозначим полученное решение через 𝑤𝑤0. Функция 𝑣𝑣 = 𝑢𝑢 − 𝑤𝑤0 есть решение 
задачи 
 𝐿𝐿𝑣𝑣 = 0, (𝑥𝑥 ∈ 𝐺𝐺),𝐵𝐵𝑣𝑣|Γ = 0, (21) 

 ∂𝑣𝑣+

∂𝑁𝑁
− 𝛽𝛽(𝑣𝑣+ − 𝑣𝑣−) = 𝛽𝛽(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−), ∂𝑣𝑣

+

∂𝑁𝑁
= ∂𝑣𝑣−

∂𝑁𝑁
 (𝑥𝑥 ∈ Γ0), (22) 

 
𝑣𝑣+(𝑏𝑏𝑖𝑖) = 𝜓𝜓�𝑖𝑖 = 𝜓𝜓𝑖𝑖 − 𝑤𝑤0+(𝑏𝑏𝑖𝑖)(𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑎𝑎1),
𝑣𝑣−(𝑏𝑏𝑖𝑖) = 𝜓𝜓�𝑖𝑖 = 𝜓𝜓𝑖𝑖 − 𝑤𝑤0−(𝑏𝑏𝑖𝑖)(𝑖𝑖 = 𝑎𝑎1 + 1, … , 𝑎𝑎).

 (23) 

Дополнительные условия на данные имеют вид 
 𝜓𝜓�𝑖𝑖 ≠ 0 (𝑖𝑖 ≤ 𝑎𝑎), |𝑑𝑑𝑒𝑒𝑡𝑡 Φ| > 0. (24) 

Сформулируем основной результат. 
Теорема 3. Пусть выполнены условия (5), (9)–(15), (20), (24). Тогда найдется параметр 

𝜆𝜆0 > 0 такой, что при 𝜆𝜆 ≥ 𝜆𝜆0 существует единственное решение 𝑢𝑢 задачи (1)-(4) (𝑢𝑢,𝛽𝛽1, … ,𝛽𝛽𝑟𝑟) 
такое, что 𝑢𝑢 ∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺+) ∩𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺−), причем 𝛻𝛻𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝑈𝑈+) ∩𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈−), 𝑖𝑖 = 1, … , 𝑎𝑎. 

Доказательство. Достаточно доказать утверждение для вспомогательной задачи (21)-
(23). Фиксируем 𝑅𝑅0 > 0 (эту величину мы определим позже) и предположим, что �⃗�𝛼 =
(𝛽𝛽1, … ,𝛽𝛽𝑟𝑟) ∈ 𝐵𝐵𝑅𝑅0 = {�⃗�𝛼 ∈ 𝑊𝑊�𝑝𝑝

𝑠𝑠0(0, 𝜏𝜏): |�⃗�𝛼| ≤ 𝑅𝑅0}. Фиксируя �⃗�𝛼 ∈ 𝐵𝐵𝑅𝑅0 и решая задачу (21), (22), мы 
тем самым построим отображение �⃗�𝛼 → 𝑣𝑣(�⃗�𝛼). Функция 𝑣𝑣 обладает свойствами, указанными в 
формулировках теорем 1, 2. Мы сведем вопрос разрешимости задачи (21)-(23) к вопросу 
разрешимости приведенного ниже операторного уравнения относительно вектора �⃗�𝛼, 
разрешимость которого устанавливается при помощи теоремы о неподвижной точке. Кроме 
отображения �⃗�𝛼 → 𝑣𝑣(�⃗�𝛼), нам понадобится еще одно отображение. Пусть 𝑣𝑣 – решение задачи 
(21), (22). Фиксируя 𝑘𝑘 и умножая уравнение (30) на 𝜑𝜑𝑘𝑘, имеем 
 −𝐿𝐿𝑤𝑤 = [𝜑𝜑𝑘𝑘 , 𝐿𝐿]𝑣𝑣 = 𝑓𝑓0𝑘𝑘,𝑤𝑤 = 𝜑𝜑𝑘𝑘𝑣𝑣, (25) 

где [𝜑𝜑𝑘𝑘, 𝐿𝐿]𝑣𝑣 = 𝜑𝜑𝑘𝑘𝐿𝐿𝑣𝑣 − 𝐿𝐿(𝜑𝜑𝑘𝑘𝑣𝑣) = −2∑  𝑛𝑛
𝑖𝑖,𝑗𝑗=1 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗𝑣𝑣𝑥𝑥𝑖𝑖𝜑𝜑𝑘𝑘𝑥𝑥𝑗𝑗 − ∑  𝑛𝑛

𝑖𝑖,𝑗𝑗=1 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗𝑣𝑣𝜑𝜑𝑘𝑘𝑥𝑥𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖 − ∑  𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 𝑎𝑎𝑖𝑖𝜑𝜑𝑘𝑘𝑥𝑥𝑖𝑖𝑣𝑣. 

Сделав замену переменных 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑘𝑘(𝑧𝑧), перепишем (25) в виде 
 −𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛± (𝑧𝑧)𝑤𝑤𝑘𝑘𝑧𝑧𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛

± + 𝜆𝜆𝑤𝑤𝑘𝑘 = ∑  𝑖𝑖+𝑗𝑗<2𝑛𝑛 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑗𝑗
±𝑤𝑤𝑘𝑘𝑧𝑧𝑖𝑖𝑧𝑧𝑗𝑗

± + ∑  𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 𝑏𝑏𝑖𝑖

±𝑤𝑤𝑘𝑘𝑧𝑧𝑖𝑖
± + 𝑏𝑏0

±𝑤𝑤𝑘𝑘
± + 𝑓𝑓0𝑘𝑘 = 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑧𝑧), 𝑧𝑧 ∈ 𝑈𝑈±, (26) 

где 𝑤𝑤𝑘𝑘
± = 𝜑𝜑𝑘𝑘𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑘𝑘(𝑧𝑧))|𝑈𝑈±. Отметим, что 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛± > 0 для всех 𝑧𝑧 в силу эллиптичности оператора 

𝐿𝐿. Рассмотрим уравнения 
 −𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛+ (0, 𝑧𝑧𝑛𝑛)𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛 + 𝜆𝜆𝜔𝜔𝑖𝑖 = 𝑓𝑓𝑖𝑖(0, 𝑧𝑧𝑛𝑛) (𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑎𝑎1), 𝑧𝑧𝑛𝑛 ∈ (0, 𝛿𝛿1), (27) 
 −𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛− (0, 𝑧𝑧𝑛𝑛)𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛 + 𝜆𝜆𝜔𝜔𝑖𝑖 = 𝑓𝑓𝑖𝑖(0, 𝑧𝑧𝑛𝑛) (𝑖𝑖 = 𝑎𝑎1 + 1, … , 𝑎𝑎), 𝑧𝑧𝑛𝑛 ∈ (−𝛿𝛿1, 0). (28) 

Дополним уравнения (27), (28) начальными и краевыми условиями 
 𝜔𝜔𝑖𝑖|𝑧𝑧𝑛𝑛=0 = 𝜓𝜓�𝑖𝑖 ,𝜔𝜔𝑖𝑖|𝑧𝑧𝑛𝑛=𝛿𝛿1 = 0, 𝑖𝑖 ≤ 𝑎𝑎1. (29) 
 𝜔𝜔𝑖𝑖|𝑧𝑧𝑛𝑛=0 = 𝜓𝜓�𝑖𝑖 ,𝜔𝜔𝑖𝑖|𝑧𝑧𝑛𝑛=−𝛿𝛿1 = 0, 𝑖𝑖 > 𝑎𝑎1. (30) 

Пусть 𝑣𝑣(�⃗�𝛼) – решение задачи (21), (22), построим функции 𝜔𝜔𝑖𝑖 как решение задачи (27), 
(29) (или (28), (30) соответственно). В случае, если 𝑣𝑣(�⃗�𝛼) есть решение задачи (21)-(22), то 
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𝜔𝜔𝑖𝑖(𝑧𝑧𝑛𝑛) = 𝑤𝑤𝑖𝑖+(𝑥𝑥𝑖𝑖(0, 𝑧𝑧𝑛𝑛)) при 𝑖𝑖 ≤ 𝑎𝑎1 и 𝜔𝜔𝑖𝑖(𝑧𝑧𝑛𝑛) = 𝑤𝑤𝑖𝑖−(𝑥𝑥𝑖𝑖(0, 𝑧𝑧𝑛𝑛)) при 𝑖𝑖 > 𝑎𝑎1. Перепишем равенства 
(24) в окрестности 𝑈𝑈𝑖𝑖 в виде 

 
∑  𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 𝑏𝑏𝑗𝑗(𝑧𝑧′)𝑣𝑣𝑧𝑧𝑗𝑗

+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) = (𝛽𝛽(𝑣𝑣+ − 𝑣𝑣−) + 𝛽𝛽(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−))(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)),
 ∑  𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 𝑏𝑏𝑗𝑗(𝑧𝑧′)𝑣𝑣𝑧𝑧𝑗𝑗
+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) = ∑  𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 𝑏𝑏𝑗𝑗(𝑧𝑧′)𝑣𝑣𝑧𝑧𝑗𝑗
−(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0))).

 (31) 

Если функции 𝑣𝑣, �⃗�𝛼 есть решение обратной задачи, то легко увидеть, что 𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛(0) =
𝑣𝑣𝑧𝑧𝑛𝑛
+ (𝑥𝑥𝑖𝑖(0,0)) при 𝑖𝑖 ≤ 𝑎𝑎1 и 𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛(0) = 𝑣𝑣𝑧𝑧𝑛𝑛

− (𝑥𝑥𝑖𝑖(0,0)) при 𝑖𝑖 > 𝑎𝑎1. Полагая 𝑧𝑧′ = 0 и используя (31), 
мы придем к равенствам 
 𝑏𝑏𝑛𝑛(0)𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛(0) + ∑  𝑛𝑛−1

𝑗𝑗=1 𝑏𝑏𝑗𝑗(0)𝑣𝑣𝑧𝑧𝑗𝑗
+(𝑥𝑥𝑖𝑖(0)) = 𝛽𝛽(𝜓𝜓�𝑖𝑖 − 𝑣𝑣−)(𝑥𝑥𝑖𝑖(0)) + 𝛽𝛽(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−)(𝑥𝑥𝑖𝑖(0)), 𝑖𝑖 ≤ 𝑎𝑎1,(32) 

 𝑏𝑏𝑛𝑛(0)𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛(0) + ∑  𝑛𝑛−1
𝑗𝑗=1 𝑏𝑏𝑗𝑗(0)𝑣𝑣𝑧𝑧𝑗𝑗

− �𝑥𝑥𝑖𝑖(0)� = 𝛽𝛽�𝑣𝑣+ − 𝜓𝜓�𝑖𝑖� �𝑥𝑥𝑖𝑖(0)� + 𝛽𝛽(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−) �𝑥𝑥𝑖𝑖(0)� , 𝑖𝑖 > 𝑎𝑎1,(33), 

которые также можно переписать в виде 

 
𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖(0)) = (𝑏𝑏𝑛𝑛(0)𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛(0) + ∑  𝑛𝑛−1

𝑗𝑗=1 𝑏𝑏𝑗𝑗(0)𝑣𝑣𝑧𝑧𝑗𝑗
+(𝑥𝑥𝑖𝑖(0)) + 𝛽𝛽𝑣𝑣−(𝑥𝑥𝑖𝑖(0)) +

 𝛽𝛽(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−)(𝑥𝑥𝑖𝑖(0)))/𝜓𝜓�𝑖𝑖 = 𝐹𝐹𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑎𝑎1 
 (34) 

 
𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖(0)) = (−𝑏𝑏𝑛𝑛(0)𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛(0) − ∑  𝑛𝑛−1

𝑗𝑗=1 𝑏𝑏𝑗𝑗(0)𝑣𝑣𝑧𝑧𝑗𝑗
+(𝑥𝑥𝑖𝑖(0)) + 𝛽𝛽𝑣𝑣+(𝑥𝑥𝑖𝑖(0)) +

 𝛽𝛽(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−)(𝑥𝑥𝑖𝑖(0)))/𝜓𝜓�𝑖𝑖 = 𝐹𝐹𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 𝑎𝑎1 + 1, … , 𝑎𝑎.
 (35) 

Здесь функция 𝑣𝑣 строится как решение задачи (21), (22), а функции 𝜔𝜔𝑖𝑖 как решение задач 
задачи (27), (29) (или (28), (30) соответственно). Отметим, что в силу (24) знаменатели в 
равенствах (34), (35) отделены от нуля. Это и есть искомая система уравнений для 
нахождения координат вектора �⃗�𝛼. Она также может быть переписана в виде 
 �⃗�𝛼 = Φ−1�⃗�𝐹(�⃗�𝛼) = 𝑅𝑅(�⃗�𝛼), (36) 
где координаты вектора 𝐹𝐹 определены равенствами (34), (35). Отметим, что условие (24) 
гарантирует оценку 
 |Φ−1�⃗�𝐹| ≤ 𝑎𝑎|�⃗�𝐹|. (37) 

Покажем, что оператор 𝑅𝑅(�⃗�𝛼) является сжимающим в некотором шаре 𝐵𝐵𝑅𝑅0 и переводит 
его в себя. Возьмем �⃗�𝛼 = 0. Тогда в силе единственности решений задачи сопряжения (21), 
(22) 𝑣𝑣 = 𝑣𝑣(�⃗�𝛼) = 0, в этом случае вектор �⃗�𝐹(0) запишется в виде 

 𝐹𝐹𝑖𝑖(0) = 𝑏𝑏𝑛𝑛(0)𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛(0)/𝜓𝜓�𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1, … , 𝑎𝑎1.
𝐹𝐹𝑖𝑖(0) = −𝑏𝑏𝑛𝑛(0)𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛(0)/𝜓𝜓�𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 𝑎𝑎1 + 1, … , 𝑎𝑎,

 

где функции 𝜔𝜔𝑖𝑖 решения задач задачи (27), (29) (или (28), (30) соответственно), где в правой 
части равенств (27), (28) стоят нули. Положим, 𝑅𝑅0 = 2|Φ−1�⃗�𝐹(0)|. Если у нас есть два вектора 
�⃗�𝛼𝑖𝑖 ∈ 𝐵𝐵𝑅𝑅0, 𝑖𝑖 = 1,2, то неравенство (37) влечет 
 |𝑅𝑅(�⃗�𝛼1) − 𝑅𝑅(�⃗�𝛼2)| ≤ 𝑎𝑎 ∑  𝑟𝑟

𝑖𝑖=1 |𝐹𝐹𝑖𝑖(�⃗�𝛼1) − 𝐹𝐹𝑖𝑖(�⃗�𝛼2)|. (38) 
Проверим выполнение условий теоремы о неподвижной точке. Вначале получим оценки 

для решений 𝑣𝑣(�⃗�𝛼). Из теоремы 1 имеем оценку 

 
∥ 𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺+) +∥ 𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺−)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝑣𝑣 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)≤ 𝑎𝑎0(∥ 𝛽𝛽(𝑣𝑣+ − 𝑣𝑣−) + 𝛽𝛽(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0)

 +∥ 𝛽𝛽(𝑣𝑣+ − 𝑣𝑣−) + 𝛽𝛽(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 = 𝑎𝑎0𝐽𝐽0,
 (39) 

где постоянная 𝑎𝑎0 не зависит от 𝜆𝜆. В силу леммы 2 получим, что 

 
𝐽𝐽0 ≤ 𝑎𝑎1 ∥ 𝛽𝛽 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0) (∥ 𝑣𝑣+ − 𝑣𝑣− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ 𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0)+

 |𝜆𝜆|𝑠𝑠0(∥ 𝑣𝑣+ − 𝑣𝑣− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) +∥ 𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0))).
 (40) 

Из теорем вложения имеем 
 ∥ 𝑣𝑣± ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0)≤ 𝑎𝑎2 ∥ 𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
1(𝐺𝐺±)≤ 𝑎𝑎2|𝜆𝜆|−1/2(∥ 𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺±)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝑣𝑣 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)). (41) 
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Кроме того, имеем 
 |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑣𝑣± ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0)≤ 𝑎𝑎3 ∥ 𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

1/𝑝𝑝+𝜀𝜀0(𝐺𝐺±) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ≤ 𝑎𝑎4|𝜆𝜆|−1/2+𝜀𝜀0/2(∥ 𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺±)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝑣𝑣 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)), (42) 

где 𝜀𝜀0 ∈ (0,1/2) как угодно малая положительная постоянная. Неравенства (39)-(42) 
гарантируют оценку 

 
∥ 𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺+) +∥ 𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺−)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝑣𝑣 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)≤ 𝑎𝑎5 ∥ 𝛽𝛽 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0) |𝜆𝜆|−1/2+𝜀𝜀0/2(∥ 𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺+) +∥ 𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺−)

 +|𝜆𝜆| ∥ 𝑣𝑣 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)) + 𝑎𝑎6 ∥ 𝛽𝛽 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) (∥ 𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0)+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0)). (43)
 

Выбрав 𝜆𝜆1 ≥ 𝜆𝜆0 такое, что 𝑎𝑎5𝑅𝑅0𝜆𝜆1
−1/2+𝜀𝜀0 ≤ 1/2, из (43) получим при 𝜆𝜆 ≥ 𝜆𝜆1, что 

 
 ∥ 𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺+) +∥ 𝑣𝑣 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺−)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝑣𝑣 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)≤

2𝑎𝑎6 ∥ 𝛽𝛽 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) (∥ 𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0)+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0)). (44) 

Сейчас мы запишем оценки из теоремы 2. Как вытекает из этой теоремы, имеет место 
оценка 

�  
𝑟𝑟

𝑖𝑖=1

(∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈+) +∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

1,2(𝑈𝑈−)+ |𝜆𝜆| ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑈𝑈′)) ≤

 𝑎𝑎7(∥ 𝛽𝛽(𝑣𝑣+ − 𝑣𝑣−) + 𝛽𝛽(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0)+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝛽𝛽(𝑣𝑣+ − 𝑣𝑣−) + 𝛽𝛽(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0)) +

 𝑎𝑎8(�  
𝑟𝑟

𝑖𝑖=1

(∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖(𝛽𝛽(𝑣𝑣+ − 𝑣𝑣−) + 𝛽𝛽(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)

+

 |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖(𝛽𝛽(𝑣𝑣+ − 𝑣𝑣−) + 𝛽𝛽(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−)) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐵𝐵𝛿𝛿′))),

 

где постоянная 𝐶𝐶1 не зависит от 𝜆𝜆 ≥ 𝜆𝜆0. Повторяя предыдущие рассуждения, используемые 
при выводе (43), и используя оценку (44), придем к неравенству вида 

 �  
𝑟𝑟

𝑖𝑖=1

(∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈+) +∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝑈𝑈−)+ |𝜆𝜆| ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑈𝑈′)) ≤

𝑎𝑎8𝜆𝜆−1/2+𝜀𝜀0/2(�  
𝑟𝑟

𝑖𝑖=1

(∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈+) +∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝑈𝑈−)+ |𝜆𝜆||∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑈𝑈′))

 +𝑎𝑎9(�  
𝑟𝑟

𝑖𝑖=1

∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0)+

 (∥ 𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0)+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0)),

 

где постоянные 𝑎𝑎𝑖𝑖 не зависят от 𝜆𝜆 и зависят от величины 𝑅𝑅0. Выберем 𝜆𝜆2 ≥ 𝜆𝜆1 такое, что 
𝑎𝑎8𝜆𝜆2

−1/2+𝜀𝜀0/2 ≤ 1/2. Тогда при 𝜆𝜆 ≥ 𝜆𝜆2 будет выполнено неравенство 

 

∑  𝑟𝑟
𝑖𝑖=1 (∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝑈𝑈+) +∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈−)+ |𝜆𝜆| ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑈𝑈′)) ≤

 2𝑎𝑎9(∑  𝑟𝑟
𝑖𝑖=1 (∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)
+∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐵𝐵𝛿𝛿′)) +

 �∥ 𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0)+ �𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0)� .

 (45) 

Оценим норму правой части. По теореме 1 
∥ 𝑤𝑤0 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺+) +∥ 𝑤𝑤0 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺−)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝑤𝑤0 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)≤ 𝑎𝑎10(∥ 𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺) +∥ 𝑔𝑔+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ 𝑔𝑔+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 +

 +∥ 𝑔𝑔 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑘𝑘0(Γ)+ |𝜆𝜆|𝑘𝑘0 ∥ 𝑔𝑔 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ)) = 𝐶𝐶0𝐽𝐽.
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В частности, отсюда вытекает оценка 

 
 ∥ 𝑤𝑤0

± ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0)+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑤𝑤0

± ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0)≤

𝑎𝑎1|𝜆𝜆|−1/2+𝜀𝜀0(∥ 𝑤𝑤0 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺+) +∥ 𝑤𝑤0 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺−)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝑤𝑤0 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)) ≤ 𝐶𝐶1 + 𝐶𝐶2|𝜆𝜆|𝑠𝑠0+𝜀𝜀0 ,
 (46) 

где 𝐶𝐶𝑖𝑖 – постоянные, не зависящие от 𝜆𝜆. Далее мы используем лемму 3. Возьмем 𝜑𝜑0𝑖𝑖 ∈
𝐶𝐶0∞(𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑏𝑏𝑖𝑖)) такую, что 𝜑𝜑0𝑖𝑖 = 1 на 𝑠𝑠𝑢𝑢𝑝𝑝𝑝𝑝 𝜑𝜑𝑖𝑖. 

 

∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑤𝑤0 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺+) +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑤𝑤0 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺−)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑤𝑤0 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)≤ 𝐶𝐶0(∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺) +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0)+

 ∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑔𝑔+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 + |𝜆𝜆|−1/2+3𝜀𝜀0𝐽𝐽),
 𝐽𝐽 =∥ 𝑔𝑔 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑘𝑘0(Γ)+ |𝜆𝜆|𝑘𝑘0 ∥ 𝑔𝑔 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ) +∥ 𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺) +∥ 𝑔𝑔+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ 𝑔𝑔+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 .

 

Из этого неравенства вытекает оценка 
 ∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑤𝑤0 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺+) +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑤𝑤0 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺−)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑤𝑤0 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)≤ 𝐶𝐶3 + 𝐶𝐶4|𝜆𝜆|𝑠𝑠0+3𝜀𝜀0 , (47) 

где 𝜀𝜀0 как угодно малая положительная постоянная. Далее, используя теорему 2, получим 
неравенство 

 �  
𝑟𝑟

𝑖𝑖=1

(∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑤𝑤0(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈+) +∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑤𝑤0(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝑈𝑈−)+ |𝜆𝜆| ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑤𝑤0(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑈𝑈′))

 ≤ 𝑎𝑎3(∥ 𝑔𝑔+ ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0) +∥ 𝑔𝑔+ ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0) |𝜆𝜆|𝑠𝑠0+∥ 𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)) + 𝑎𝑎4(∥ 𝑔𝑔 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑘𝑘0(Γ)+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0+3𝜀𝜀0 ∥ 𝑔𝑔 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ)) +

𝑎𝑎5(�  
𝑟𝑟

𝑖𝑖=1

∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑓𝑓 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑈𝑈′)+ �  
𝑟𝑟

𝑖𝑖=1

[∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)

+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑔𝑔+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐵𝐵𝛿𝛿′)]),

 

где 𝑎𝑎𝑖𝑖 постоянные, не зависящие от параметра 𝜆𝜆 ≥ 𝜆𝜆1. Как и ранее, имеем неравенство 

 
∑  𝑟𝑟
𝑖𝑖=1 (∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑤𝑤0(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ)+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑤𝑤0(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)+

 |𝜆𝜆| ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝑤𝑤0(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑈𝑈′)) ≤ 𝐶𝐶5 + 𝐶𝐶6|𝜆𝜆|𝑠𝑠0+3𝜀𝜀0 .
 (48) 

В силу (20) 𝛽𝛽 ∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0), ∇𝑧𝑧′𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∈ 𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′) (𝑖𝑖 = 1, … , 𝑎𝑎) и имеем оценки 
 ∥ 𝛽𝛽 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0)≤ 𝑎𝑎0 ∑  𝑟𝑟
𝑖𝑖=1 |𝛽𝛽𝑖𝑖| ∥ Φ𝑖𝑖 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0)≤ |�⃗�𝛼|𝑎𝑎1 ≤ 𝑎𝑎1𝑅𝑅0, (49) 

 ∥ ∇𝑧𝑧′𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)

≤ 𝑎𝑎0 ∑  𝑟𝑟
𝑖𝑖=1 |𝛽𝛽𝑖𝑖| ∥ ∇𝑧𝑧′Φ𝑖𝑖 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)
≤ 𝑎𝑎2|�⃗�𝛼| ≤ 𝑎𝑎2𝑅𝑅0. (50) 

Пусть �⃗�𝛼𝑖𝑖 = (𝛽𝛽𝑖𝑖1,𝛽𝛽𝑖𝑖2, … ,𝛽𝛽𝑖𝑖𝑟𝑟) ∈ 𝐵𝐵𝑅𝑅0 (𝑖𝑖 = 1,2) и 𝑣𝑣𝑖𝑖 – соответствующие решения задачи (21)-
(22), где функция 𝛽𝛽 заменяется на соответствующие функции 𝛽𝛽𝑗𝑗 = ∑  𝑟𝑟

𝑖𝑖=1 𝛽𝛽𝑗𝑗𝑖𝑖Φ𝑖𝑖 (𝑗𝑗 = 1,2). 
Тогда разности 𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2 = 𝜔𝜔�, 𝛽𝛽� = 𝛽𝛽1 − 𝛽𝛽2 есть решение задачи 

−𝐿𝐿𝜔𝜔� = 0, 𝑥𝑥 ∈ 𝐺𝐺, 

𝐵𝐵𝜔𝜔�|Γ = 0,для 𝑥𝑥 ∈ Γ0 : 
∂𝜔𝜔�+

∂𝑁𝑁
=
∂𝜔𝜔�−

∂𝑁𝑁
, 

∂𝜔𝜔�+

∂𝑁𝑁
=

(𝛽𝛽1 + 𝛽𝛽2)
2

(𝜔𝜔�+ − 𝜔𝜔�−) +
𝛽𝛽�
2

(𝑣𝑣1+ + 𝑣𝑣2+ − 𝑣𝑣1− − 𝑣𝑣2−) + 𝛽𝛽�(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−). 

Теперь мы повторим рассуждения, использованные при получении оценок (43), (45), но 
применительно к этой задаче вместо задачи (21), (22). Точно так же, используя оценку (43), 
получим, что при 𝜆𝜆 ≥ 𝜆𝜆3 ≥ 𝜆𝜆2 (для некоторого 𝜆𝜆3) справедливо неравенство 

 
 ∥ 𝜔𝜔� ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺+) +∥ 𝜔𝜔� ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝐺𝐺−)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝜔𝜔� ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺)≤

2𝑎𝑎6|�⃗�𝛼1 − �⃗�𝛼2| �∥ 𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0)+ �𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(Γ0)� ,

 (51) 

где 𝑎𝑎6 не зависит от 𝜆𝜆. Аналогично при 𝜆𝜆 ≥ 𝜆𝜆4 ≥ 𝜆𝜆3 имеем оценку 
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∑  𝑟𝑟
𝑖𝑖=1 (∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝜔𝜔�(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝑈𝑈+) +∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝜔𝜔�(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈−)+ |𝜆𝜆||𝜔𝜔�(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑈𝑈′)) ≤

𝑎𝑎10|�⃗�𝛼1 − �⃗�𝛼2|(∑  𝑟𝑟
𝑖𝑖=1 ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)
+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐵𝐵𝛿𝛿′)+

 (∥ 𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0)+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝�𝐵𝐵𝛿𝛿′�)).

 (52) 

Аналог оценок (49), (50) в нашем случае дает неравенство 
 ∥ 𝛽𝛽� ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(Γ0)+ ∑  𝑟𝑟
𝑖𝑖=1 ∥ ∇𝑧𝑧′𝛽𝛽�(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 0)) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)
≤ 𝑎𝑎|�⃗�𝛼1 − �⃗�𝛼2|. (53) 

Пусть 𝑤𝑤𝑖𝑖
𝑗𝑗 (𝑗𝑗 = 1,2) решения задач (27), (29) и (28, (30) c новыми правыми частями, где 

вместо 𝑣𝑣 стоят функции 𝑣𝑣𝑗𝑗. Пусть 𝑤𝑤0 = 𝜑𝜑𝑖𝑖𝜔𝜔�. Тогда разности 𝑘𝑘𝑖𝑖 = 𝑤𝑤𝑖𝑖1 − 𝑤𝑤𝑖𝑖2 есть решения 
задач 

 −𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛+ (0, 𝑧𝑧𝑛𝑛)𝑘𝑘𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛 + 𝜆𝜆𝑘𝑘𝑖𝑖 = ∑  𝑖𝑖+𝑗𝑗<2𝑛𝑛 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑗𝑗𝜔𝜔𝑧𝑧𝑖𝑖𝑧𝑧𝑗𝑗
0 + ∑  𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 𝑏𝑏𝑖𝑖𝜔𝜔𝑧𝑧𝑖𝑖
0 + 𝑏𝑏0𝜔𝜔0 + [𝜑𝜑𝑖𝑖 , 𝐿𝐿]𝜔𝜔�|𝑧𝑧′=0 = 𝑓𝑓𝑖𝑖|𝑧𝑧′=0, (54) 

  𝑘𝑘𝑖𝑖|𝑧𝑧𝑛𝑛=0 = 0,𝑘𝑘𝑖𝑖|𝑧𝑧𝑛𝑛=𝛿𝛿1 = 0, 𝑖𝑖 ≤ 𝑎𝑎1. (55) 
 −𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛− (0, 𝑧𝑧𝑛𝑛)𝑘𝑘𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛 + 𝜆𝜆𝑘𝑘𝑖𝑖 = ∑  𝑖𝑖+𝑗𝑗<2𝑛𝑛 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑗𝑗𝜔𝜔𝑧𝑧𝑖𝑖𝑧𝑧𝑗𝑗

0 + ∑  𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 𝑏𝑏𝑖𝑖𝜔𝜔𝑧𝑧𝑖𝑖

0 + 𝑏𝑏0𝜔𝜔0 + [𝜑𝜑𝑖𝑖 , 𝐿𝐿]𝜔𝜔�|𝑧𝑧′=0 = 𝑓𝑓𝑖𝑖|𝑧𝑧′=0, (56) 
 𝑘𝑘𝑖𝑖|𝑡𝑡=0 = 0,𝑘𝑘𝑖𝑖|𝑧𝑧𝑛𝑛=0 = 0,𝑘𝑘𝑖𝑖|𝑧𝑧𝑛𝑛=−𝛿𝛿1 = 0, 𝑖𝑖 > 𝑎𝑎1. (57) 

Из теории обыкновенных дифференциальных уравнений имеем оценку 

 
∑  𝑟𝑟1
𝑖𝑖=1 (∥ 𝑘𝑘𝑖𝑖 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2((0,𝛿𝛿1))+ |𝜆𝜆| ∥ 𝑘𝑘𝑖𝑖 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(0,𝛿𝛿1)) + ∑  𝑟𝑟
𝑖𝑖=𝑟𝑟1+1 (∥ 𝑘𝑘𝑖𝑖 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2((−𝛿𝛿1,0))+ |𝜆𝜆| ∥ 𝑘𝑘𝑖𝑖 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(−𝛿𝛿1,0)) ≤

 ∑  𝑟𝑟1
𝑖𝑖=1 ∥ 𝑓𝑓𝑖𝑖(0, 𝑧𝑧𝑛𝑛) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝((0,𝛿𝛿1))+ ∑  𝑟𝑟

𝑖𝑖=𝑟𝑟1+1 ∥ 𝑓𝑓𝑖𝑖(0, 𝑧𝑧𝑛𝑛) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝((−𝛿𝛿1,0)).
 (58) 

Приведем оценку для правой части. Пусть, например, 𝑖𝑖 ≤ 𝑎𝑎1. Имеем 
∥ 𝑓𝑓𝑖𝑖(0, 𝑧𝑧𝑛𝑛) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(0,𝛿𝛿1)≤ 𝑎𝑎1 ∥ 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑧𝑧′, 𝑧𝑧𝑛𝑛) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

𝑠𝑠(𝐵𝐵𝛿𝛿′;𝐿𝐿𝑝𝑝((0,𝛿𝛿1)))= 𝐽𝐽, 𝑠𝑠 = (𝑠𝑠 − 1)/𝑝𝑝 + 𝜀𝜀0, 
в силу теорем вложения (см. следствие 4.3 и соотношения (3.1)-(3.12) в [28]). Далее 
используем неравенства, вытекающие из соответствующих интерполяционных теорем (см. 
[25]) 

 𝐽𝐽 ≤ 𝑎𝑎1 ∥ 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑧𝑧) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
1(𝐵𝐵𝛿𝛿′;𝐿𝐿𝑝𝑝((0,𝛿𝛿1)))

𝜃𝜃 ∥ 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑧𝑧) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
−1(𝐵𝐵𝛿𝛿′;𝐿𝐿𝑝𝑝((0,𝛿𝛿1)))

1−𝜃𝜃 , 2𝜃𝜃 − 1 = 𝑠𝑠. (59) 

Исходя из определения 𝑓𝑓𝑖𝑖 и условий (9), (11) на коэффициенты, имеем 
 ∥ 𝑓𝑓𝑖𝑖 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

−1(𝐵𝐵𝛿𝛿′;𝐿𝐿𝑝𝑝((0,𝛿𝛿1)))≤ 𝑎𝑎 ∥ 𝜔𝜔� ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
1(𝑈𝑈+))≤ 𝑎𝑎1𝜆𝜆−1/2(∥ 𝜔𝜔� ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝑈𝑈+)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝜔𝜔� ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺+)), (60) 

где постоянная 𝑎𝑎1 не зависит от 𝜏𝜏. Последняя оценка получается, если мы используем 
интерполяционное неравенство 

∥ 𝜔𝜔� ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
1(𝑈𝑈+)≤ 𝑎𝑎 ∥ 𝜔𝜔� ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝑈𝑈+)
1/2 ∥ 𝜔𝜔� ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑈𝑈+)

1/2 . 

Также в силу условий (11) (используем еще вложение 𝑊𝑊𝑝𝑝
1(𝑈𝑈+) ⊂ 𝐿𝐿∞(𝑈𝑈+)) 

 ∥ 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑧𝑧) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
1(𝐵𝐵𝛿𝛿′;𝐿𝐿𝑝𝑝((0,𝛿𝛿1)))≤ 𝑎𝑎(∥ 𝜔𝜔� ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝐺𝐺+) +∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝜔𝜔�(𝑧𝑧) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈+)). (61) 

Оценки (50)-(51) влекут, что 

 
 ∥ 𝑓𝑓𝑖𝑖(0, 𝑧𝑧𝑛𝑛) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(0,𝛿𝛿1)≤ 𝑎𝑎2𝜆𝜆(𝜃𝜃−1)/2(∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝜔𝜔�(𝑧𝑧) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝑈𝑈+)+
∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝜔𝜔�(𝑧𝑧) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝑈𝑈−) +∥ 𝜔𝜔� ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈+) +∥ 𝜔𝜔� ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝑈𝑈−)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝜔𝜔� ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺+)), (62) 

где 𝑎𝑎2 – постоянная, не зависящая от 𝜏𝜏. Очевидно, что точно такая оценка имеет место и при 
𝑖𝑖 > 𝑎𝑎1. Используя оценки (57), (61), получим 

 
∑  𝑟𝑟1
𝑖𝑖=1 (∥ 𝑘𝑘𝑖𝑖 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2((0,𝛿𝛿1))+ |𝜆𝜆| ∥ 𝑘𝑘𝑖𝑖 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(0,𝛿𝛿1)) + ∑  𝑟𝑟
𝑖𝑖=𝑟𝑟1+1 (∥ 𝑘𝑘𝑖𝑖 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2((−𝛿𝛿1,0))+ |𝜆𝜆| ∥ 𝑘𝑘𝑖𝑖 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(−𝛿𝛿1,0))

 ≤ 𝑎𝑎3𝜆𝜆(𝜃𝜃−1)/2(∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝜔𝜔�(𝑧𝑧) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈+(𝜏𝜏))+

 ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖𝜔𝜔�(𝑧𝑧) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈−) +∥ 𝜔𝜔� ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(𝑈𝑈+) +∥ 𝜔𝜔� ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈−)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝜔𝜔� ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐺𝐺+)).

 (63) 

В частности, отсюда и из (51), (52), (63) вытекает неравенство 
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∑  𝑟𝑟
𝑖𝑖=1 |𝑘𝑘𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛(0)| ≤ 𝑎𝑎𝜆𝜆−1/2+1/2𝑝𝑝+𝜀𝜀0/2(∥ 𝑘𝑘𝑖𝑖 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2(0,𝛿𝛿)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝑘𝑘𝑖𝑖 ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(0,𝛿𝛿)) ≤
 𝑎𝑎1𝜆𝜆𝛾𝛾𝐶𝐶0(𝜆𝜆)|�⃗�𝛼1 − �⃗�𝛼2|, 𝛾𝛾 = −3/4 + (𝑠𝑠 + 1)/4𝑝𝑝 + 3𝜀𝜀0/4,

 (64) 

где, в отличие от других постоянных, постоянная 𝐶𝐶0(𝜆𝜆) зависит от 𝜆𝜆 

𝐶𝐶0(𝜆𝜆) = �  
𝑟𝑟

𝑖𝑖=1

(∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(𝐵𝐵𝛿𝛿′)

+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐵𝐵𝛿𝛿′)) +

 ∥ 𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0− ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2𝑠𝑠0(Γ0)+ |𝜆𝜆|𝑠𝑠0 ∥ 𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0− ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐵𝐵𝛿𝛿′).

 

Однако мы имеем, что в силу (46), (48), что 
 𝐶𝐶0(𝜆𝜆) ≤ 𝑎𝑎5 + 𝑎𝑎6|𝜆𝜆|𝑠𝑠0+3𝜀𝜀0 . (65) 

Тогда неравенство (64) может быть переписано в виде 

 ∑  𝑟𝑟
𝑖𝑖=1 |𝑘𝑘𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛(0)| ≤ 𝐶𝐶|𝜆𝜆|

15𝜀𝜀0
4 −14+

𝑛𝑛−1
4𝑝𝑝 , (66) 

где постоянная 𝐶𝐶 не зависит от 𝜆𝜆. Мы получили необходимые оценки. Оценим теперь норму 
|𝑅𝑅(�⃗�𝛼1) − 𝑅𝑅(�⃗�𝛼2)|, считая, что 𝜆𝜆 ≥ 𝜆𝜆4. В силу (38) оценим норму |�⃗�𝐹1 − �⃗�𝐹2|. Приведем 
покоординатные оценки. Рассмотрим первое слагаемое в координате 𝐹𝐹𝑖𝑖(�⃗�𝛼1) − 𝐹𝐹𝑖𝑖(�⃗�𝛼2). Пусть, 
например, 𝑖𝑖 ≤ 𝑎𝑎1. Оно записывается в виде 
 𝐽𝐽1 = 𝑏𝑏𝑛𝑛(𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛

1 (0) − 𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛
2 (0))/𝜓𝜓�𝑖𝑖 , (67) 

где 𝑏𝑏𝑛𝑛 = �1 + |∇𝛾𝛾|2 ∑  𝑛𝑛
𝑘𝑘,𝑘𝑘=1 𝑎𝑎�𝑘𝑘,𝑘𝑘(𝑦𝑦𝑖𝑖(𝑧𝑧))𝜈𝜈𝑘𝑘𝜈𝜈𝑘𝑘|𝑧𝑧𝑛𝑛=0 (𝑎𝑎�𝑘𝑘,𝑘𝑘 – старшие коэффициенты 𝐿𝐿, записанного 

в локальной системе координат 𝑦𝑦). Здесь 𝜈𝜈𝑘𝑘 = −𝛾𝛾𝑧𝑧𝑘𝑘(𝑧𝑧′)/�1 + |∇𝛾𝛾|2 при 𝑘𝑘 < 𝑠𝑠 и 𝜈𝜈𝑛𝑛 =
1/�1 + |∇𝛾𝛾|2. В силу условий на коэффициенты 2 и неравенства (63) имеем 
 |𝐽𝐽1| ≤ 𝑎𝑎|𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛

1 (0) − 𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛
2 (0)| ≤ 𝑎𝑎2𝐶𝐶0(𝜆𝜆)𝜆𝜆𝛾𝛾|�⃗�𝛼1 − �⃗�𝛼2|, (68) 

где все постоянные не зависят от 𝜆𝜆, за исключением 𝐶𝐶0(𝜆𝜆)𝜏𝜏. Рассмотрим второе слагаемое. 
Пусть, например, 𝑖𝑖 ≤ 𝑎𝑎1. 

𝐽𝐽2 = �  
𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=1

(𝑏𝑏𝑖𝑖(0)𝑤𝑤�𝑧𝑧𝑖𝑖
+(𝑥𝑥𝑖𝑖(0)) + 𝛽𝛽𝑤𝑤�−)(𝑥𝑥𝑖𝑖(0)))/𝜓𝜓�𝑖𝑖 . 

В силу условий на коэффициенты имеем 

|𝐽𝐽2| ≤ 𝑎𝑎3�  
𝑟𝑟

𝑖𝑖=1

(|𝑤𝑤�+(𝑥𝑥𝑖𝑖(0))| + |𝑤𝑤�−(𝑥𝑥𝑖𝑖(0))| + |∇𝑧𝑧′(𝑤𝑤�+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)))|𝑧𝑧=0. 

Каждое из слагаемых, входящих в эту сумму, оценивается одинаково. Рассмотрим, 
например, последнее слагаемое в оценке для |𝐽𝐽2|. Имеем (см. например, [25]) 

�∇𝑧𝑧′ �𝑤𝑤�+ �𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)�� |𝑧𝑧=0� ≤ 𝑎𝑎4 ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖 �𝑤𝑤�+ �𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)�� ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
𝑠𝑠�𝑈𝑈+�, 𝑠𝑠 =

𝑠𝑠
𝑝𝑝

+ 𝜀𝜀0. 

Далее, используя интерполяционное неравенство и теоремы о следах (см. [25]), получим 
 |∇𝑧𝑧′(𝑤𝑤�+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)))|𝑧𝑧=0| ≤ 𝑎𝑎2 ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑤𝑤�+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧))) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

𝑠𝑠(𝑈𝑈+)≤

 𝑎𝑎3 ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑤𝑤�+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧))) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈+)

𝜃𝜃 ∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑤𝑤�+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧))) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑈𝑈+)
1−𝜃𝜃 ≤

𝑎𝑎4|𝜆𝜆|𝜃𝜃−1(∥ ∇𝑧𝑧′𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑤𝑤�+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧))) ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈+)+ |𝜆𝜆| ∥ 𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑤𝑤�+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧))) ∥𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑈𝑈+),𝜃𝜃 = 𝑠𝑠/2𝑝𝑝 + 𝜀𝜀0/2.

 

Используя (51), (52) и (65), получим оценку 
∥ ∇𝑧𝑧′(𝑤𝑤�+(𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑧𝑧)))|𝑧𝑧=0 ∥𝑊𝑊�𝑝𝑝𝑠𝑠0(0,𝜏𝜏)≤ 𝑎𝑎6𝜆𝜆−1/2+(𝑛𝑛−1)/2𝑝𝑝+7𝜀𝜀0/2|�⃗�𝛼1 − �⃗�𝛼2|. 

Аналогично оцениваются оставшиеся слагаемые в |𝐽𝐽2|, и можно сказать, что 
 |𝐽𝐽2| ≤ 𝑎𝑎7𝜆𝜆−1/2+(𝑛𝑛−1)/2𝑝𝑝+7𝜀𝜀0/2|�⃗�𝛼1 − �⃗�𝛼2| (69) 
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для некоторой не зависящей от 𝜆𝜆 постоянной 𝑎𝑎7. Оценим 𝐽𝐽3 = 𝛽𝛽�(𝑤𝑤0+ − 𝑤𝑤0−)(0). Используя 
(47), имеем, что (𝑠𝑠 = 𝑠𝑠/𝑝𝑝 + 𝜀𝜀0) 

 
|𝐽𝐽3| ≤ �𝛽𝛽�(0)� �∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑤𝑤0 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

𝑠𝑠�𝑈𝑈+� +∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑤𝑤0 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
𝑠𝑠(𝑈𝑈−)� ≤ 𝑎𝑎7 ∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑤𝑤0 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝

2�𝑈𝑈+�
𝜃𝜃 ∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑤𝑤0 ∥𝐿𝐿0�𝑈𝑈+�

1−𝜃𝜃 +

∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑤𝑤0 ∥𝑊𝑊𝑝𝑝
2(𝑈𝑈−)

𝜃𝜃 ∥ 𝜑𝜑0𝑖𝑖𝑤𝑤0 ∥𝐿𝐿0(𝑈𝑈−)
1−𝜃𝜃 ≤ 𝑎𝑎|𝜆𝜆|𝜃𝜃−1+𝑠𝑠0+3𝜀𝜀0|�⃗�𝛼1 − �⃗�𝛼2|.

(70) 

Таким образом, 
 |𝐽𝐽3| ≤ 𝑎𝑎8|𝜆𝜆|−1/2+(𝑛𝑛−1)/2𝑝𝑝+7𝜀𝜀0/2|�⃗�𝛼1 − �⃗�𝛼2|. (71) 

Окончательная оценка, как вытекает из (71), (68), (69), имеет вид 
∥ 𝑅𝑅(�⃗�𝛼1) − 𝑅𝑅(�⃗�𝛼2) ∥𝑊𝑊�𝑝𝑝𝑠𝑠0(0,𝜏𝜏)≤ 𝑎𝑎10 𝜆𝜆𝛾𝛾0|�⃗�𝛼1 − �⃗�𝛼2|, 

причем в силу условия 𝑝𝑝 > 𝑠𝑠, число 𝛾𝛾0 (минимальное из постоянных в (66), (69), (70)) 
отрицательно, если параметр 𝜀𝜀0 достаточно мал. Условие 𝜀𝜀0 < 1/15𝑝𝑝 это гарантирует. Возьмем 
в качестве 𝜆𝜆5 число со свойством 𝜆𝜆5 ≥ 𝜆𝜆4, 𝑎𝑎10𝜆𝜆𝛾𝛾0 ≤ 1/2. В этом случае при 𝜆𝜆 ≥ 𝜆𝜆5 оператор 𝑅𝑅 
переводит шар 𝐵𝐵𝑅𝑅0 в себя и является в нем сжимающим. Следовательно, уравнение (36) имеет 
решение �⃗�𝛼. Используя найденное решение �⃗�𝛼, найдем решение 𝑣𝑣 задачи сопряжения (21)-(23). 

Покажем, что у нас выполнены условия переопределения (23). Взяв равенства (39) в 
точке 𝑧𝑧′ = 0 и вычитая первое равенство (с учетом второго при 𝑖𝑖 > 𝑎𝑎1) из соответствующих 
равенств (40), (41), получим 
 𝑏𝑏𝑛𝑛(0)(𝑤𝑤𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛(0) − 𝑣𝑣𝑧𝑧𝑛𝑛

+ (𝑥𝑥𝑖𝑖(0))) = 𝛼𝛼(𝜓𝜓�𝑖𝑖(𝑡𝑡) − 𝑣𝑣+)(𝑥𝑥𝑖𝑖(0)), 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑎𝑎1,  (72) 
 𝑏𝑏𝑛𝑛(0)(𝑤𝑤𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛(0) − 𝑣𝑣𝑧𝑧𝑛𝑛

− (𝑥𝑥𝑖𝑖(0))) = 𝛼𝛼(−𝜓𝜓�𝑖𝑖(𝑡𝑡) + 𝑣𝑣−)(𝑥𝑥𝑖𝑖(0)), 𝑖𝑖 = 𝑎𝑎1 + 1, … , 𝑎𝑎,  (73) 
Функции 𝜔𝜔𝑖𝑖

+(𝑧𝑧) (𝑖𝑖 ≤ 𝑎𝑎1) и 𝜔𝜔𝑖𝑖
−(𝑧𝑧) (𝑖𝑖 > 𝑎𝑎1) удовлетворяют уравнению (34). Возьмем в этом 

уравнении 𝑧𝑧′ = 0 и вычтем его из равенства (35) при 𝑖𝑖 ≤ 𝑎𝑎1 и из (36) при 𝑖𝑖 > 𝑎𝑎1. 
Вычитая равенства (26) из (27), (28), получим 

 −𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛+ (0, 𝑧𝑧𝑛𝑛)(𝑤𝑤𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛 − 𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛
+ (0, 𝑧𝑧𝑛𝑛)) + 𝜆𝜆(𝑤𝑤𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛 − 𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛

+ (0, 𝑧𝑧𝑛𝑛)) = 0, 𝑖𝑖 ≤ 𝑎𝑎1, (74) 
 −𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛− (0, 𝑧𝑧𝑛𝑛)(𝑤𝑤𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛 − 𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛

− (0, 𝑧𝑧𝑛𝑛))) + 𝜆𝜆(𝑤𝑤𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛 − 𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛
− (0, 𝑧𝑧𝑛𝑛)) = 0, 𝑖𝑖 ≤ 𝑎𝑎1, = 0, 𝑖𝑖 > 𝑎𝑎1. (75) 

Функции 𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑧𝑧𝑛𝑛) − 𝜔𝜔𝑖𝑖
+(0, 𝑧𝑧𝑛𝑛) при 𝑖𝑖 = 1, … , 𝑎𝑎1 и 𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑧𝑧𝑛𝑛) − 𝜔𝜔𝑖𝑖

−(0, 𝑧𝑧𝑛𝑛) при 𝑎𝑎 > 𝑎𝑎1 при 𝑧𝑧′ = 0 
удовлетворяют уравнениям (26), вычитая которые из соответствующих уравнений (27), (28), 
придем к равенствам 

𝑏𝑏𝑛𝑛(0)(𝑤𝑤𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛(0) −𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛
+ (0)) = 𝛽𝛽(𝑤𝑤𝑖𝑖(0) − 𝜔𝜔𝑖𝑖

+(0)),𝑤𝑤𝑖𝑖(𝛿𝛿1) − 𝜔𝜔𝑖𝑖
+(0, 𝛿𝛿1) = 0, 

𝑏𝑏𝑛𝑛(0)(𝑤𝑤𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛(0) − 𝜔𝜔𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛
− (0)) = 𝛽𝛽(𝜔𝜔𝑖𝑖

−(0, 𝑧𝑧𝑛𝑛) − 𝑤𝑤𝑖𝑖(0)),𝑤𝑤𝑖𝑖(−𝛿𝛿1) − 𝜔𝜔𝑖𝑖
+(0,−𝛿𝛿1) = 0, 

где в первом равенстве 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑎𝑎1 и во втором 𝑖𝑖 = 𝑎𝑎1 + 1, … , 𝑎𝑎. Выбирая параметр 𝜆𝜆, если 
необходимо, можем считать, что решение смешанных начально-краевых задач единственно, 
и тогда 𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑧𝑧𝑛𝑛) = 𝜔𝜔𝑖𝑖

+(0, 𝑧𝑧𝑛𝑛) при 𝑖𝑖 = 1, … , 𝑎𝑎1 и 𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑧𝑧𝑛𝑛) = 𝜔𝜔𝑖𝑖
−(0, 𝑧𝑧𝑛𝑛) при 𝑖𝑖 = 𝑎𝑎1 + 1, … , 𝑎𝑎. 

Теорема 4. Пусть выполнены условия (5), (9)-(15), (20), (24). Тогда задача (1)-(4) об 
определении решения (𝑢𝑢,𝛽𝛽1, … ,𝛽𝛽𝑟𝑟) фредгольмова, т. е. из теоремы единственности вытекает 
теорема существования решений в заданном классе, описанном в теореме 3. 

Замечание 1. Вообще говоря, граница 𝛤𝛤 области может состоять из нескольких 
компонент связности, в этом случае мы можем брать различные граничные условия на 
каждой из них. Утверждения теорем 1, 2, 3 останутся справедливыми. В случае если граница 
𝛤𝛤0 состоит из нескольких компонент связности 𝛤𝛤0 =∪ 𝛤𝛤𝑖𝑖, на каждой из которых задано 
условие сопряжения вида (8) и ищутся соответствующие функции 𝛽𝛽𝑖𝑖, входящие в условие 
сопряжения того же вида, что и в теореме 3, то утверждение теоремы 3 также остается 
справедливым при выполнении соответствующих условий на данные. 
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Заключение 
В работе рассмотрен вопрос о корректности в пространствах Соболева стационарных 

обратных задач определения коэффициента теплообмена на границе раздела сред, входящего 
в условие сопряжения типа неидеального контакта. Доказаны теоремы существования и 
единственности решений. Получены априорные оценки на решение, гарантирующие его 
устойчивость по отношению к данным задачи. Задача сводится к интегральному уравнению 
с оператором типа Вольтерры, который имеет малую норму при малых временах. Показано, 
что метод последовательных приближений сходится. Это уравнение можно использовать и 
при численном определении решения. Таким образом, метод является конструктивным, и на 
основе предложенного подхода возможно построение численных алгоритмов решения 
задачи. 
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